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Teoria della misura

Def.

Def.

Def.

Lemma

Corollario

Xinsieme non vuoto

A= P(X) famiglia di sottoinsiemi di X

A si dice r-algebra su X se verifica

(DEA

Li se Ec1
,
allora XIE :=EcA

Lil se EieA
,
iel

,
con l numerabile

, allora EieA

Consequenze
· XeX

·Schiusa per intersezione finita numerabile

esempio · X-algebra minimale (0 ,X)
· r-algebra massimale P(X)

· Xe EX nonvoto 10 ,
X

,
E

,
E

· definisco S= /A2X t
.
c. A e numerabile o A e numerabile

e una r-algebra

IX
,
i) spazio topologica

Si puo definite come r-algebra la pi piccola r-algebra che contiene

ogni aperto : si chiama r-algebra dei boreliani
,
B(X).

X non vuoto
,
A.. A2 --algebre su X.

Allora S, n Az e una r-algebra su X.

Data E=PCN, posso associare in modo univoco a2

12) = 10
122

Ar-algebra

Notazione E si dice insieme digeneratori per la r-algebra S/E)

IX
,
S

,M) si dice spazio mensurale

se M:A[0 , +ro] e una misura
,

ossia tale che

· M(d) = O

·MEil=MEi) per EieA
,
cel numerabile (numerabile additivita

Con Einej= VlijeIXI , j

esempio X = IN
,
A= P(X)

MilA) = 4 SA M2(A)= (#A Se #Ac+8

+O Se #A= +8

M , non e una misura
, M2 e una misura (misura che contai puntil

esempio XoeX
,
A=P(X)

u(A) = Sx(A) =4 Idelta diDirac

Oss Se (X
,
A

,MI e considero ZeX, c'e una r-algebra naturale su z

creditata da S
,
S(z) = (Anz : AEA)

E ben definita anche la misura Msz



Def.

Def.

Lemma

M:S[0 ,
+8] misura, A r-algebra su X,

si dice finita se M(X+0

Si dice misura di probabilita se M(X = 1

Si dice -finita se XEn con MCEn)+

esempio # e r-finita
,
Se finita

IX ,
A

, M) spazio mensurale

u si dice misura completa se

FEEA tale che MCEl =o Vale FFE Fe eMlFl=0

Sia (X
,
A

,M) uno spazio mensurale
,
allora

se AEB e A
,
BEA

,
allora MCA) =M(B)

· VA .
BeA MLAUB) = M(Al +M(B) -MLAnB)

se AEB e McAltro ,
allora M(BA) = M(B) -M(A)

Oss M e numerabilmente subadditiva, cioe

MSUEn) IZM(Ent

IX
,
A

, M) spazio mensurale.

Valgono le seguenti proprietadicontinuit

Sia (En) successione di insiemi in A tali che

(a) EleEz[ ... Ene ... (successione crescente di insiemil

allora ulEn) = eim M(EM)
n++0

(b) E2Ezz ...Enz ... (successione decrescente di insiemi

allora
,
seME+, MiEn)=eME

DIMOSTRAZIONE

() Fr = En 'En-1 per nu2 ,
Fi = El

Si ha che niten= En
, quindi MlanEn)= MF) = nimME

Se MCEn =+0 per qualchen ,

allora MlEnl=+ Anan

(b) Sia E= 1 En
,

siano En = En'Ent
NEI

U(En = M(UEnUE) = nM(Gn) + MCEn) = UCE) -emUCEn +MLE
neI

Controesempio a 1b) :

· M= 2
,

En = In
, +d

· M = #
,
0 =P(IN)

,

En =hieI : in)



Def.

Def.

Def.

Proposizione

Sia (X
,
A

, M) e sia Y uno spazio topologico
f : X >Y si dice misurabile se

VA aperto in Y f"(A) eA

Nozioni equivalenti
Se (Y

,
di eRo oppure ,

C
,
E

f : X > sidice misurabile AxeR (xeX : F>CheA

Se f ,g: X -R misurabili
,

anche f+g , fig sono misurabili

Se fn :X#misurabili
,
anche supfr ,

inffn
,
eiminffn

, eimsupfn
sono misurabili

In generale ,
se A= BIX) ogni funzione continua so X

a valori in (Y
,
d) e misurabile

Si definiscono le funzioni caratteristiche

VEEA chiamo==He=(

Si definiscono le funzioni semplici quelle che appartengono
a Span/Ne , EeAl

In particolarea funzione sempliceSFX
,
- XmEIR , JE

,
-

-
EmEA disgiunti

tali che P=i Idove Ei = ExeX : f(x) =xi))

Sia Q una funzione semplice non negativa
Definisco ↳ du=iME Ise Ei disgiunti, con laconvenzione

=0 XiMEi =0)

Oss Con la convenzione sopra
, (xadueTo , +o) e ben definito

Sia F : X -#misurabile
,
fo

Definisco ↓f du = sup (xydr to , +d)
a semplice

O'U-f Ovunque

Sia f : X >#misurabile generica.
si puo dimostrare che se f ,g misurabili

,
anche fig , fug sono misurabili

Quindi f e f sono misurabili e0

f : X -R misurabile si dice integrabile
seXxf+du+ oppore (xf-du+

Si definisce (xfdu = Sxfdu-Sxf-du

f : X -R misurabile si dice sommabile

se (xfdM , Suf-du +o



Def.

Primi risultati
Si dimostra che sulla classe delle funzioni sommabili

· (xf+gdu = Sfdu +SgdeX

· SXf du = XSxfdu
· se feg ,

allora Ifdugdu
· f e sommabile If) e sommabile

e vale (xfdu f du

sef=o
,
allora (xfdu = 0

· sefeed o = SefdM dore FEEA , fris , f. te e mis

=> f = 0 M-9.
0

.
Su X SefdM := xfrede

15FEA t
.
c

. M(F) = 0 e fIxif =O)
DIMOSTRAZIONE

Caso fo : devo mostrare che
,
detto F = /xeX : f>0/EA ,vale M(F)= 0

F = UhxeX :f =nFn , quindifneI

o = kfdu>(xdu = fu(F) = M(F)= 0 An
Quindi u(F) =M(UF) = lim M(Fn) =0

caso f misurabile qualsiasi : f = ft-f- ,
mostro che ft

,
5- sono M-90.nulle

IF+ -A t
.
C

. M(F) = 0 ef =0
, analog .

F
.

Posto F = F+UF hom(fl=0ef=d)
Considero G= (xEX : FLOEA (quindi fla+ =0

=> Feed SeftdM = SenatfdM = 0 = f+
M-q0 .

nulla (per il caso precedente

Analogo per f-con G.

Vale anche il viceversa

Consequenza immediata:

f =gM-9.
0.fdu = Segar VEeS

Dato (X
,
1

,
M) ,
definiamo su W = <f : X -Y sommabilis

una relazione di equivalenza :

fug # f =g M-9. 0.

Wn = L(X
,M) e uno spazio vettoriale creale o compresso

Posso definire la norma IIfIli(X
,
M)

= Sx(f)de
· SxIf/du =0 f = 0 M-9.0

.

· (xIxflau = ISx/f)de
· (xIf+gldu = (x1f)du + Sx1g/du



Misura di Lebesgue su Ro

Si indica con 29 o pil semplicamente 1:

Sulla classe degli insiemi misurabili secondo Lebesque, scriviamo ZE)= IE)

Vogliamo che 12 = BIR)

Definiamo la misura di Lebesque sui compatti di /Ra
M

Considero la classe P dei plurirettangoli , cioeRi
,
con Ri= Tai

,
bilx ...Xa ,bal

d ⑧

2(D)= 24R)=- a Con RinRj =& per iFj

Dato K compatto inR&
,
definisco 24K) = inf(29(P) : PEP

,PEK)

Dato A aperto in R
,

definisco 2
%

(A)= sup(2%P) : PEP , PEA)

Sia E insieme limitato.

Si dice che E e misurabile secondo Lebesque se

Vaso 7Aaperto 7K compatto t
.
c

.
KEECA

, MAK) E

equivale a dire che su E si ha l'identita delle quantita

inf(29(A) : A aperto ,AZE) = Supl2(K) : K compatto , Keel = 2E)

Sia Equalsiasi in R
&

El misurabile secondo Lebesque Aryo EnBr(o e misurabile secondo Lebesque
e poniamo 24E) = eim 29(ErBria

n- + x

Abbiamo "definito
,
la nazione di insieme EER misurabile secondo Lebesque

ra = LEER misurabili secondo Lebesque > e una r-algebra
e contiene i boreliani BLR).

Si ha Blr emcira epra)
si dimostra che esiste un insieme non Z-mis .

in 50
,
1)

insieme di Cantor e= to , 1) Linsieme di Vitali

ha la cardinalita delcontinuo

2 e completa = PleleMLR) ma i boreliani sono 2
%

2(E) = inf(29A) : A aperto
,

E =A) = inf(29,P. : Pep ,PjzE)
Si dimostra che 2 e numerabilmente additiva

201=0 e facile 29 e una misura

Posso considerare la nozione dimisurabilita
, integrabilita ,

sommabilita

per F:&H
,
R

.

R



Proposizione

Confronto tra integrale di Lebesgue e integrale di Riemann 

Teorema di 
Vitali

Sia F : [a ,b] >I limitata e integrabile secondo Riemann.

Allora f e anche integrabile secondo Lebesque, e vale

laf = Staf &2

DIMOSTRAZIONE

Oss Sia F : [a ,b) >I limitata : f integrabile s .
1. f misurabile

Mi basta che f integrabile s
.
R. su [a,b] e anche integrabile S

.

2.

seintegrabiesallolimitepunta di funziothe s .2

=>af = eim StabiUndZ = Stab fd2
teo di passaggio al limite

Sia F : [a ,b] -IR limitata. Allora J e integrabile S .
R. Se e

solo se JF tale che 2%Fl = 0 e fliabsiz e continua

Quali altri strumenti si usano per calcolare stimare l'integrale S .
Z .?

Fubini-Tonelli e Cambio divariabile

esercizi

(1) Vedere che vale anche la seguente caratterizzazione degli Ecra
EER emisurabile s

.

2
.

El Faso JA aperto ICchiuso

tc
.

CLEA e ZAICIE

(2) Sia F : (X
,

A
,M) x sommabile,

allora (xEX : If()=+o) ha misura nulla

(3) Dato E =R misurabile secondo Lebesque
Allora FMeto ,Ziel] Jere

,

e'cM e licell = m



Teoremi di passaggio al limite

Teorema di 
Severini-Egorov

Lemma di 
Fatou

(X
,
A

, M), con u misura completa
riguardano successioni di funzioni misurabili fr :X-

Sia (X
,
AIX ,MI con(X)+o e siano fr : X -#misurabili

taliche fr -f per M-9.
0

.
XeX.

Allora VEso JeeA con Miel E

t
.C . In >f suXE.

Oss se tolgo MXtro, non vale.

esempio X=R
, M= 21

fn(x) = Xin
,+

(x)

En > 0 Z-9. 0 .
xeR ma suplfn-0l = 1

DIMOSTRAZIONE

Fissiamo KeINo!

Per ogni n
,
definiamo An = (xeX : (fn-f(x)han)

k
AnAn

Sia N E
.C . Fr(x) > f(x) ExeXIN conMIN1=o

Dico che fl fissato,

XNEUAX = MnA = eimu(A) = u(X)NEIN

Ora consider X- An = Em
,
decrescente in n

=> 1(XA) = X-Uan ha misura nulla (poiche u(X)+)
n

Quindi ME = MIRE =0

Fissato 230
,

Jnk t
.
C

. M(En)
Dico che l'insieme cercato e E= En
InfattiMELMEnn)r = E

Ora En>f su VIE :

XEmIfn(-f(xkEVhLn fl

esercizio Se Veso JEEA con Mele t
.c . En Yf suXE,

allora frf M-9 .
0

.

xeX

Sia Fr : X-To
,
+] misurabile

Allora limitEnduminee

Oss L'ipotesi fr30 puo essere sostituita da frg 9 .0. con gsommabile



Lemma di 
Fatou

Teorema di convergenza 
monotona (Beppo Levi)

DIMOSTRAZIONEasuppongo liming (fndu<+ caltrimenti orrio)

Sia h una funzione semplice t
. c

.

Oth <fM-9 .
0·

IfdM=sones Shde
Basta dimostrare ShareiminfSxfndu
Escludo che ShaM= +o

n funzione semplice : h(=&E Con Ej =IxeX : h(=xj) ,
2,10

A

khdu=jM(j)
Sem(Ej) =+o

,
Considero An := (XEEj : Fr(Xjhand ,

allora AnjEjM(And(Ej=+

poichemf(x) = f(h()
, ciolAnEj

AssurDO perche M /xfnduX+M(Anj) che e grande a piacere.

=> ogni Ej ha misura finita

=> Kham = Suzhar con MlUEjo
allora hn := hafn verifica le ipotesi di Egorov

Ora In Pshaf = h

Rico Khndu-SxEnde
11

Suzhnder-Shda
Ozhn I Sup Xjj=1

, -
,
M

Fissato Es0
,
JEAt .

c
. MLEKE ehn Uh so NE

Suej hm-hdM = Susie Un-hdM + Seihn-h/de
& 2su; MIEL

Passo al limsup Juzjhn-hdu limsup sup Ihn-h) +ce = c

UEjE

oss Lipotesi futo
premiseb

e fn crescenti in n 9.0.

DIMOSTRAZIONE

En-f pentualmente , quindi

Sxfdu =Sefendu liment Andr=Endefdu



Teorema di convergenza 
dominata (Lebesgue)

Siano fr : X -#misurabili t
.c.

· If : X st
.
C

. fr >f M-9 .

0
.
su X

· =g: XEnt
.
C . Ifnkg M-9 . 0

.

SuX
,geL"(XI .

Allora inEndu = I eliminde
e vale ancheem (If-fid = 0.

DIMOSTRAZIONE

Ifn/1g = -g= fn2g M-90. Fr+g0 , g-fr>0 M-9.
0.

efntg > f+g , g-fn -g-f M-90.

ApplicoFatou a entrambe le successioni :

liment ( fn+gdM /x f+gdu
Il

eimint(fndu +Sygdu = eimintEndu Ifdr
eiminf (x9-fndu (xg-f du Noto che fel'(X

,M)
I 1)

liminfkgdu-fndr Sgdu-Sfde
liminfdu-limsupkfndu = limsupkfndu f de
Quindi Lim(xfndu=If du

Ora An= /fn-fl 10 e gn = /flif) =29 eL'(X ,M
=> Sandu . Godu = o

Siano (X1
,
A(X)

,Mil e (X2
,
A(K)

, M2) spazi mensurali

E possibile definite la misura prodotto M,M,
sulla

r-algebra su X,XXz che contiene gli insiemi della forma EIXEz
,
EIEA

, EzeA(a)

Dato EEA(X)
,
si puo dimostrare che

per M2-9.
0

.
XaeXa Ev=E : WixalEY EA

per M-9.
0

. XeX Ex=LeEz : WiXEE47(42)

data f : X > misurabile
,
allora

per M2-9.
0

.XeX X. 1 > f(x
,) e M-misurabile

Allora vale
,

se fo, che

SefdMQMz = SadMzSef(x)dM = S
,
Mi Sex f ,

ka) &Ma
Se f e sommabile rispettoa M# M2 ,

vale

SefdMQMz = SadMzSef(x)dM = S
,
Mi Sex f ,

ka) &Ma



Metodi di calcolo degli integrali
Siamo in Ra

Devo calcolare If(x)dx
,

e misurabile Capereto), f sommabileoo

x= I(y) ,
Q: diffeomorfismo

(af(x)dx = S f(y) detDE dy

· veR9 ,40 :=
Consequenze :

Sindf(Idx = dwd" F(g) pdde

·Fubini-Tonelli IR = Mexic
fo o sommabile

,
allora

Sef(- , Xn
,Ye ,

-

,Yr) dx - Ad = Jdx -denSen- ,x
f(x

,
-

,
Xn

,Y ,
-

, ya) dye -dyn
& (1 ,
-ifk)EIRh : (

,
- ,d ,Ye ,

-

,Ym) (E)

esercizio In 12
,
consideriamo D = /(x ,y) : yes) e F(x ,y)=zyz

Dire per quali pe[ +OJ feL"(D)

Seper

fe(P(D
,
2) Et IfIPeL'CD

,
24

fe Lo (D
,
22 JMEIR f(x <M FxeDiN con N di misura nulla

Passo 1 Disegno D

Lo disegno su x30
,y30 : Ocy<

3

Noto subito cheD ha simmetria

",SpfPdx = 4SD
,
fPdx

1 M
& &xyz 12+2y2x+y2

Quindi fe(P(D,,24g(x,y)=y (P(D.,24

gelP(Di ,
24 Jan 191P d2ro

,

cioe
M

+ Janyaddy di =

cos35
-

= j(do
<+2- 2p(Op> /

e sing no => p- (1)(25-0

Fubini-Tonelli vale su ogni spazio prodotto XXX2 con MM2
ediceche, se 50 o IfleL'(X, Xa)

Jeez f(x
,XaldMidMz = Se

,MiSez f(xi ,
Xal&Ma

Sem=#
, possiamo scambiare serie e integrale



Spazi LP

Def.

Def.

Def.

(X
,
A(X)

, Ml spazio mensurale

Definiamo ('(X
, M ; /K :=Wv

,
dove

W = 4f : X-1k sommabilit e fugt f =g M-9. 0.

OSS FEL'(X
, M;) = fix+ per M-9 . 0

.

XeX

Definiamo per p31
LP(X

, M ; /K = FEMIX ,Milkin IfIPELIX
,Milkal4

con fug f =gu-9 . 0
.

Definiamo per p= +o

1(
, M :(= (fer(X ,

M;) /FM30 : f(N M M-9.0
.xEX)

cioe esssup fin =M
XeX

NOTA Arremo IK = R
,
C

Quando IK= R
,

scriveremo LP(X
,M)

Quelli definiti sopra sono spazi vettoriali su /K

Data feLP
, PET1 ,

+O]

Axel IXfl = Iif) = XeLP

PresagelP ,
(f +g((x) 1/f(x) + 1g(x))
(f+g(P(x) = (2f+g/p(x) = 2P/E+P(X) = 2P(P+ 2P(gm/= 2P- (1f(( + 1g()(P)

Lo
,trati > Per e conversa Xp31

=> f+gELP

Definiamo la norma Il - /l LPX
,M;1K)

:

· se pa1 llfllcimil = (Sx IfPdm)*

· sep=+ If/
,mil

= inf(M : If(x)/IMM-9. 0
.xEX)

Se P21 ,
e facile vedere che Il : /1 p verifica

11 fll,p = 0 = f = 0 M- 9. 0
.
xeX

11Xf1kp = I1/fllp AxelK

Se p = +0

IIXFII10 = IN IIfI1 is

II flks = 0>f= 0 M-9. 0
.
xeX

() e chiara

Per (1 e la disuguaglianza triangolare ,
serve la stessa idea



Lemma

Lemma: 
disuguaglianza di 

Young

Sia feL(X
, M;1k)

.

Allora 11f//(*(X
,Milk)

=MindM : If(/IMM-9 .0
.xEX)

DIMOSTRAZIONE

Chiamo L = 1/fIls Eto
,
to

=> FMj - (M : /IXIIMM-9 .
0

.Y t
. C

. Mj - L

Devo vedere che LEGM : If(X)) =MM-9 . 0. 3

-j JNj conMINj= o e If(leM; xeXiNj
Pongo N = UNj ,

da cu MIN) =0

Preso xeXIN
,
allora(f(x)/[Mjj

Passo al limite 1uj : If(N)= L

Quindi III =0 = /f(/0 = fro

Per la disuguaglianza triangolare,
siano F ,gel*

↳ IIfI/28, Lg = 1191118
=>KxeX (NfuNg) vale If/eLf , Igl= Lg
=> (f+g((x) = (f(x)) +g(x)) = (f +Ly
=> 11f +glls = inf(M : If +g((x) =M M- 9.0

. xEX) = (f + (g = 11 flls + 119115

Nelcaso petl ,
tal

,
manca la disuguaglianza triangolare.

Per p-1, e ovria

XX
,yeR vale

xy
WP

+ 1419 con p + q = 1
, pec ,

+
Pa

DIMOSTRAZIONE

Deriva dalla concavita di log(t
Se X=0 o y=0, e ovria

5 = x(0
,
1)

, f = 1 -x

log (1 + 1419) = Xlog((XIP) + (1-X(logly() = log() + log(y) = log(xy)9

L'espoenziale e chescente
,
da cui latesi

Oss Poiche log(t) e strettamente concava, l'uguaglianza
vale se esolo se NIP = 141" (oppure X=0

,
1)



Proposizione: 
disuguaglianza 

di Hölder

Proposizione: 
disuguaglianza 

di Minkowski

Sia PET1 +C), definisco /esponentecomingato di pl
se p= 1

Se p = +0come a=Si = 1 altrimenti (ioq=pl
Se f

,g : X -IK misurabili
,
allora

( If ·g/(xdu = ((x1f1PM)f((x1g/du) pey ,
+S

Con la convenzione

· Sep= 1
,9=+ 0 (on gene (x/f -gl() du = Sx If/dM - 1191148

,
Milk

· analogo se p= tro
, q

=1 (con fela

DIMOSTRAZIONE

Icasi particolari seguono subitoda If -g/(X) = /F(X) 119110 per M-9.0 .xex

Per pe(1
,
+

Osservo che se f=o M-9. 0. O g=0 M-9. 0
,

e orvia

Ci possiamo ridurre a 11f1130 e 11g/l > 0 licasi IIf//p =+o
, Ilgilia=+

,
sono ovvil

Posso dividere per II file e 119119 e dimostrare che

↓ IfgidM11 fig : /l fllp = 1
, Il gla = 1 (T)

Infatti , se dimostro (F)
,
la posso applicareaegla ,

con felp , ge la
Applica la dis

.
diYoung a X= IfW) e Y = Ig(X) :

(f(x)g(x)) = 1f(x1*
+ 1g()19 per M-9.0 .

xEX
P &

Integro e attengo
(x (f(xg()(du = f(x(f()P + &(x(g()19du = y + a = 1

Oss Per Young , l'uguaglianza vale sse If/P = c1g19

Yf
,ge LPCX , M; /KI, si ha

P
((x (f+g)du)f = ((x(f/Pdr)

*
+ ((x(g)Pdu)

DIMOSTRAZIONE

So che f+geLP = If +gl+ M-9.
0.

If(x) +g(x)(P = (f(x)+g(/P" (f+g((x) = (f(x) +g()/P
+

(If(x) + 1g(x))) =

= (f(x) +g(x)/P
+

(f(x)) + (f(x) +g(x)/P" (g()
(I)

Voglio applicare Holder aidee termini

(1) (f(x) +g(x)/P
+

(f(x))

a P P
a=

p- 1

infatti (x(If(x) +g(/P
+ (adu = (x (f(x) +g(x/Pdu+0

=> Sxf(x) +g(x)/P
+

(f(x))dM = ((x(If(x)+g(x)/P
-y9dm)((x1f(x/dm)F =

= (Sx If(x) +g(x)/Pdu) 11 f1/P
(II) Analogamente

(xf(x) +g(x)/P" (g()dM = (Sx(f(x) +g(x)/Pdu) 11g11p
Quindi, integrando atteniamo

(If(x) +g(x)/PdM =((x(f(x) +g(x)/Pdm)(1)f((p + 11g(((p)
11 f +gllPp = 11 f +gi (11 fllp + 11g(kp)

Dividendo Ise fosse 11f +91/p =0
,
ladisuguaglianza eorrial

11 f+gllp = Il f11p + 11911P

Abbiamo mostrato che (LP
,

11 : 11 ,p) e uno spazio vettoriale normato.

Vediamo ora che e completo rispetto alla distanza indotta dalla norma.



Teorema

Corollario

IL, (p) e uno spazio di Banach.

Inoltre Ogni /fr ILP di Cauchy ammette una sottosuccessione

fre convergente M-9 .0
·
a f

,
limite in LP difn.

DIMOSTRAZIONE

Scelgo la sottosuccessione frm

Ifnl = LP e di Cauchy : Vaso Inst. C
. Ilfn-fillipnimne

keI
, scelgo E= 2n e seleziono 11 an

·numaxr
,Na

fre e la sottosuccessione con la proprieta
11 fan-familie bu

Introduco per NEIN

GN(X)= (fna(x) - fny()
Dico che GuELP FN

Uso Minkowski sugli N termini

llgN/Lp = Il Zna-Fru/llpIlfm-frallpn12
=> gnELP = giveLl
Applica Beppo Levi, infatti gu e crescente egreg=supgr

GNELP = (xgPdu = SxsupgPdu = eim(xgn = 2P

=>get a converge assolutamente per u-9.
0

.
xeX

=> converge h(x= fu,
()-fnu = MiMf(x)-f

no

Chiamo f(x) = h(x) + fro( h
.
fro ELP = feLP

frm >f in P per il teorema di Lebesque (convergenzadominatal
Infatti Fnu(x) > f(x) M-9. 0

., Ifnu()[/fnu()-fno(x) + Ifno(x) = 1g(x)) + Ifno())

Se fn f in LP
,

allora esiste una sottosuccessione

t
.
C . fin -f M-9 .0.

esempio La successione in definitada (macchina da scrivere

To = x50
, 1) ,

Te = XTo
. E) ,

Tz = Xtzl] ,
T= Xoxay ,

Ta = XTYa
,
12] ,

.. .

e tale che Th >O in LP
,

ma In /10 90 .

Questo diventa vero se consideriamo una sottosuccessione adatta



Proposizione

Contenimenti tra spazi LP

IX
,
A

,4) spazio di misura

Sia f misurabile con 11 flls > 0
.

Sia D : Pl >S IfIPAM
e sia Efp : d(p)+). Allora valgono :

(a) Se rapas er
,see

,
allora pee ,

ovvero L'nL= LP

(b) logo e conversa e continua su E

id SeX=Ra
,
qualsiasi I=R intervallo esiste f t

.c . Ef =I

idSe feLP Xpzpo
,
allora lim IIfIlp-Ilfllis

P-+0

DIMOSTRAZIONE

(a) Vale la stima If(/P = /f(/" + If(X EL'
, poiche IfIT ,

If EL'
=> IfNIPEL' = feLP

(b) rapas : p= Xr +-XS
,
Melo

,
i

Holder

& IflPdM = ( (f/rx (f("
- x

du = (k/fidm)"(Ifdu)
**

H esp . congai

=> alpldrs** logd(p) = Xlagd(r) + 1-X) logd(s)
=> log conversa

Per lacontinuit negli estremi
,
se ad esempio P+ S-

N

dinuovo If/Pr = IfP + IfieL'e /f/Pr > IfP
, quindi

per convergenza dominata (1f/Phdu pn-stSfC/du , cioed(PH-d(s)
Idl Se IlfIlLo = 0, e chiaro

Se o <If/k8+0
, who supponiamo 118110 = 1

Sia As = (xeX : F(1-84 : allora FS20 MCAs)30
.

Mostriano che VIPIne = [Po ,
tool

, Pr+ vale lim IIfIlin = IIfIln+ +0

Vale che If(x)/P
"

ne +>XA. e If(/h = If(/POM-9 .

0
.
XeX,quindi

((f(/de n - +0xXAdu= M(Adt-0
Quindi IIfIIP = (Sx/f/de)in = (MCAd +0x)in Nutr 1 Sa MAd+O

Percid limsup /Ifllin = 1
n1 +0

Ora Fissiamo S30 : ((/fde)in(as(-sPdu)in =-8) (MAS))i
=> liment II flon(1-8) lif(M)

=> lin Illin = 1

Se llfll18 = +0
,

mostro che liment II fll ,in >M AMEN
n+ +D

Dato MeI
,
sia gm= If/nm, che rientra nel caso precedente

IIElkin(Sx gmdu)in - m



Proposizione

Lemma

Def.

Proposizione

Se M(X= 1
,
allora

(i) Il flkrEl/flks F1rSE+O

(i) II flkr = Ilflks per r =s f =c M-9.
0

.

DIMOSTRAZIONE

(i) II fil = <If du*/Ifaul (x 15rduls = IlfIl
ii) (E) chiaro

# L'uguaglianza in Holder vale se e solo se If =CIf)
=> Ifl= (2)sr

Se M(X +o
,
allora

19-P FREDCGEO
e l'immersione e continua

DIMOSTRAZIONE

Gli esponentia ep sono coniugati , quindi9-

P 9-P

11 fllp = (x/fPM/fpam) (x 19 dul = Il fllta(M(x))9
9-P

=> IIfIlp-Ilf/la(M(X) Pa

Quindi se fela
,
allora feLP.

Definiamo per D31

eP := LP(IN
,
7%= /(Inev:P con norma /Ellep =(p

e 10 := 10(I
,
7% = (Inne : Supln/+ob con norma Il XIles = Sup(n)

Idove Ho =# e la misura che conta i puntil

Se 12 p192tro ,
allora lP = 29

DIMOSTRAZIONE

Chiaramente eP298 Frap+, poiche
(a) = ((Xk/P) (IP) = IXIlep = MER = IlXllev = Suph) = m

Se invece sia pche q sono finiti
,
se XelP

,
allora

necessariamenten >o, quindi /1 definitivamente
=> In19KXIP definitivamente

, dunqueElle+o = Xel9



Convergenza di funzioni

Def.

Proposizione

IX
,
A

,4) spazio di misura

Date fn : X-R misurabili
,
si dice che fu if in misura se

Faso In t
.

C
. M((xeX : Ifn(-f(x132]) ce Anzn, o equivalentemente

VEsO Min M/xeX : 1fn(x - f(x132) = 0

Abbiamo quindi possibili tipi di convergenza:

fr -f 9 .

0.

fr if in LP

In of in misura

esempio funz CV9. 0. CV in misura CV in LP

Kin
,MH) Si NO NO

&XTo
,na

St S) P= 1 NO
, D> 1 S

MXThin) Si SI NO

Tr NO SI S

(1) Se fu -fin LP
,

allora fu -f in misura.

1 SeM/X+O
,
fr > fM-9 . 0.

,
allora fu of in misura.

(3) Se fnf in misura
,
allora Jnk "to t

.
C

. fref M-9 .
0.

DIMOSTRAZIONE

( O < llfn-fllep= (fn-fIPdM> /I : Ifn-fkeyEPdM = EPM/(XEX : (fn(x - f((= 2))
Quindi In t .

C
. M(XEX : /n(-f(/E/) = E

,
ossia fr -finmisura.

(2) Dato Es0, per Egorov JEREA con MlEsle t
.
C.

En
U
>f su XIEz. Poiche la convergenza e uniforme.

7 t
.
C

.
Ifn(x)-f(N/ * E Fren FxEXEn

Dunque M/IxEX : Ifn(x)-f(x)/Eh) [MIEa) <E
,

quindi fn f in misura.

(3) Fk Jnk t
.
c

. MIXEX : Ifn(x)-f(x1= 2-)) 22-k FRINK
Posso supporte nk < nk+1k

Sia Eri= (xEX : Ifn (x-f(x)= 2-k ↳ e =EnK

Vale MLEI = lim unEr) = lim E2 = o
n+ + 0 n++0k=n

Se XeE ,
allora esiste nx t

.
C.KIMX XEL

=> Ifnu(x)-f(x)/12
-3

= frm -FM-9. 0
.



Sottospazi densi in 

Proposizione

L'(X
, u ; 19)

Il caso petco ha risultati meno interessanti

Sefel'(X , M;RI (lo stesso vale per LP
,preale

posso considerare come approssimazionedif

fn = min (n , max(f ,
-n)) = na(fv =M)

fr =f so (xeX : If(/ <n) =:Fr

Si vede facilmente che fn < f M-9.0.

Infatti fr = f definitivamente per XeUF
e X-UFn =xeX : If(x)= +o) che ha misura nulla perche fell

Concludo per Lebesque (Ifnl = f) che

fr if in L

Quindi Lon LP(X
, M; /129 e denso in LP(X

, M; 119)

Sia fel'(X
, M;R)

n> 1 (xeX : /f(k) = En risulta MCGn)+ 0

perche +o> (fldM= Janndr = fu(Gn)
La successione If Xant = L'X

, M;R)

e approssima f in L'(X
, M ;R) (o preale

↓Gn = ExeX : If()/104 e posso usare il teoremadi Lebesque,
poiche fren 1fM-9.

0. e IfXen/E/f)

Queste sono approssimazioni confunzioni a supporto di misura finita

Se ad esempio X e metrico
,

sono dense in LP(Preale
If a supplimitato di misura finitae limitate(

Data fel'(X
, M; /R)

, possiamo supporre felol' con supporto dimisura finita

Imf = [-1If1/co ,
11fI/28] Iposso supporte 11510 = 1)

Divido l'intervallo in 2n pezzi ed introduce

XkE[-n.-1] En =ExeX: If(x) <k) (partizione disuppf)
Definisco Un()= en

funzione semplice (MLE =M(suppf(+-)

t
.
c . On of M-9 .

0.

(If-an/du=-ledE=M(suppf)10

Caso M=29
,
X=Md

Per pr, 1 reale
,
il sottospazio

CCIRa
,
1K) e denso in LPCIRA

,
1K")

DIMOSTRAZIONE

Per quanto visto sopra ,
mi basta approssimare in LP

con funzioni co la funzione Xe con 2%El <40



Corollario

Dato che ho la misura di Lebesque,
Vaso Jaz Aperto,e compatto t

.
c

. KaEEAs e 20(Askal
Mi concentro sulla coppia (As

,
Ks)

Per il lemma di Urysohn 7g : /Ra-to
,
1) continua t

.
c.

2

9:0 Su As e Ge= /Su Ka

e Salgen-KelPd2P = SaalgEH-XE/Pd2P 12PMLAnka) < 2Ps

=>Gre in LP per 2-0
,
con greCin LP

Questoa dice che Con LP e denso in LP.

Per oftenere una successione gneCiCIrd ,
R

che approssimae ,
basta considerate &Bm

,
Br

=4 continua

edefinite Un = GBm,Bn9t Ifunzione cut-off

Con LP o Cin(P e denso in LP(E)

per ogni Emisurabile
,

pr1 reale

DIMOSTRAZIONE

Basta osservare che feLP(E
,
RI estesa a 0

fuori daE appartiene a (PCR&
,
R

esercizio Q = [0
, 1)2

,
fel-Q

,
29

Un divido Q in nacubetti disgiunti di lato
,
Qin

Definisco Un=Unkain dove U = faifd2
I

Dimostrare cheOn f in LP per P31

e che non vale in generale se p=+o



Teorema di 
Lusin

Teorema di 
Tietze

D= R
&

misurabile secondo Lebesque,
f :DHe misurabile.

Allora Vaso JEz aperto t
.c.

29/Es)/e e faiza e continua

Oss Dato che Ese aperto,
DiE e chiuso nella topologiadiD

Se D e chiuso,possiamo applicare il sequente :

Data g:D=Ra -R continua
,
con Dchiuso,

7 :R - R estensione continuadig

Il teorema di Lusin sta dicendo che data F :D - R misurabile

792 : Ra.He continua t
.
c. Veso 2(Xerd : F(ge())

Oss Nella dimostrazione delteorema mi posso limitare a esibire

un insieme Es che sia solo misurabile.

Infatti, perla regolaritadi 29
,
so che feso Jazaperto

t
.c

. AckEz e [P(AzIEa) LE

Quindi se f e continua su DiEz, e anche continua su D'As

e 29(Aa) 129(AzEs)+29(Es) 12E

DIMOSTRAZIONE

caso 1 : 2(D) <+, feL'IDI

feLilD,I - ElfnbECODInL' t .c . fr If in LYD)
A meno di sottosuccessioni

, posso supporte fn f 9.
0.

2 (D) +o permettedi usare il teorema di Egorov :

fissato eso JE,
con2E t

.
c

. En Die fDie
=> Faiza e continua

caso 2 : 21 D)+ &
, F :DR misurabile

Considered Fn21 Fr= IXED : /f(1>n) t
.C . FnbF =xeD : If(/=+5) con2)=0

FilDe2Dicto = Vaso Ina t
.
c

.
29 (File Yn>Na

Definisco Gr =Fra e dimostro il teorema su DiGa

f : D.Gz -R e misurabile e limitata, poiche DiGc=XeD : /f(XkNa
Applica quindi il caso 1: trovo Ez=DiGa con 2%Ea)

e FiDiGies Continua

Chiamo Ez= GaUEa e Lo 29/E22 e failaueal continua

caso 3 : 29 (D) = +0

Un definisco Dn =DiBn e considero fin
Siamo nelcaso 2 : fissato et0

,
Jen t .

c
. 2(E)n

e faien e continua
n

Definisco Es = Ven : 29(E) E e dico che flave: e continua

Infatti se veDiUE
,
allora XeDniVEnDn-En per n abbastanzagrande

Si conclude osservando che flanie e continua e cheDniE,
e aperto in DiEs

.



Separabilità

Def.

Lemma

B spazio di Banach e separabile sse contiene

un insieme denso numerabile

FATTO LPIRP) e separabile se 12 pc +o

ma Lo (RP) non e separabile

B spazio di Banach
, (Achnet

famiglia diaperti t. c.

· Ac+O Fred
· AcnAB= +B
· Je pi che numerabile

Allora B non e separabile.

DIMOSTRAZIONE

Per assurdo
,
siaD= IXk

,
KEIN) denso

Allora Fa AanD+ 0 =x Jka +
.
C

. XkaEAanD
Inoltre se x+ B ,ka+k ,

cioe kinietta A inD

LO(IRI non e separabile :

consideriamo 4. = Nto
, 1) , Pa(= Po(x-a

se +B , 1142-PBI20 = 1

Prendiamo Ax=(feLI) : 115-palls <)
Percio AcnAp= se X+B (per distriangolare)
Al sono aparti non vooti e I/Ax)/= IIRI

, quindi concludiamo per il lemma.

LO(IR non e separabile :

consideriamo /En> famiglia numerabile di insiemimisurabilidisgiunti inR ,
con /Enl>O

Dato JCN , pongofi Xen
Dati JJ' ,

vale F5-fj = Fiji-fijlIf5-fjllis = 1

Pongo Aj = 4 fel0(R9 : Ilf-fillie
Si conclude di nuovo per il lemma.

LP(R) e separabile per patco :

Sia R=[crbi Tai
,
bil

,AibiR
D =/combinazioni lineari a coefficienti in Q

di Ar per RERI => IDI = IINI



Funzioni convesse su 

Def.

Disuguaglianza di 
Jensen (I)

Disuguaglianza di 
Jensen (II)

Rd

Dato CERO convesso
, f :C-0 , troy si dice conversa se

XX ,
-

,
XneC XX

,
-

,
XneR con Niko e xi = 1

f(XiXi) Exif(Xi)

Sia F : C > (o
, +o] conversa con CER"convesso-

Assumiamo che ScXduER per u misura

di probabilita su ClsuiborelianidiC).

Allora -o a UsuC e valef e integrabile rispell
f(ScXdu) = Sc fixdu

Oss Nel caso M=XSx+ -+XnSun
,

si ottieneladisuguaglianza di convessita

Sia F :Ra , (-0
,
+o] conversa tale che f(x) = supe (sci)

If
Daffine

Allora fu misura diprobabilita su uno spazio mensurale X

FueL'
,MiR) vale f(Sudu)= foude

In particolare for e integrabile rispetto a M

in quanto (fou)-eL'(X , M;Ra

DIMOSTRAZIONE

Sia affine t
.C

. F sud
=> f(x) 5.x +bxeRd

Fissata ueL'(X
,M;/Ra) , posso considerare For

,
X= U(y) ,yeX

=> fou(y)= 3 - u(y) +b FyeX
- fouly) = -5 -u(y)-b Fyex
(504) = Maxio

, - Fouly)) = (3u(y) - b)
+

Integrando in M:

offoul-du 1-5 -Kucyldu-bIER
Fisso una qualsiasi :RIR affine taleche() F(x)
=> Touly) fouly) suX

Susyldu) = Soulydu = fou(y)du
Passando alsup se I :

f((udu) = SDudu) =S foud

Oss Data F : C -(0
,
+ 8) conversa -

non e detto che sia semicontinua inferiormente

Le sempre COC) se e a valori finiti
-11

Oss Data F : C -(-0 + 0) conversa,

=Mi 70 , +oy conversa e Flcf :

F =+O SurdiC



Convoluzione
Operatori lineari

Convoluzione

Def.

Teorema

Def.

Un operatore e una mappa T: (X
,
Il - 111) > (Y

,

11 . Ily), con

X
,
Y spazi vettoriali normati su Ro K.

Se V-IR o K
,
si chiama funzionale

Inoltre Te lineare se T(xu+Bul = (T(u) + BT(u Fr , Belk ,
Fu ,
reX

Sia T un operatore lineare.

Sono equivalenti le sequenti proprieta :

Lil T e continua su X ;

Cil T e continua in Qi

fil T e limitata
,
cioe 730 : IlTully =Cull FueX ;

Liv) T e Lipschitziana
,

cioe JM30 : /lTrul-Tollly =Mllu-ullx Fu ,
veX

.

DIMOSTRAZIONE

(i) (i) chiaro

kill Per assurdo
, Anso JuneX : IlTnly /Mn/Ix

Si ha /UnlIx +0 ; sia Un = mini
T(Un) =

M
T(un) => IITWally =

M
IITWUn)Ily > 1

Mll2nlI nilunII
ma Un 1QEX , poiche /UnlIx=S

(i) = (iv) T(u) -T(u) = T(m -o => IIT(u) -Tully = Cllu-vlX FureX
(iv) --il chiaro : Se Un -U ,

1) T(un)-Trilly =CllUn-Ull ne+ 0

Oss(vill Sia C:= Sup
IITUIIy

: se+ co
,

Chiaramente /ITully =Clu/IX
veryon Il ull

Poiche Te continua in 0
,
7530 +

.c ./USIITally 1
S

Dato wel
,
sia w' = ziwiw , perau vole Ilw'lx= E

Quindi 1711TWIly = ParTay =supITY

esempio T() =/ Soddisfa (il el ma nonil (non e lineare

Siano Fig :/RRo K misurabili,
dove consideriamo suRa la misura di Lebesque 29

Definiamo la convoluzione traf g fxg :R 1 t
.
C.

fxg(x) = (ndf(x-y)g(y)dy per 9.0 .

xed

Quando ha senso Fxg(X?

Se f
,glo ,

allora Fxg(XeTo ,
+o] ha sempre senso

Oppure se If/X1g)(X +O (ben definital
,
allora anche fAg(X) ha senso

Infatti Sird If/(X-y)/g/yIdy+o = per X fissato
,y1 f(x-ylgly) e in L'IRP ,

IR)

=> anche Sind F(x-y)glyldy hasenso

Vorremmo
· Exg definito 9 .

0
.Xer&

· fxg con proprieta di sommabilita



Teorema

Corollario

Corollario

Oss Se la convoluzione e ben definita
,
vale fxg= gXf

esempio Trovate F , g t . C. FXg non abbia senso

2
DIMOSTRAZIONE

· Se p= +0

If(x1g/(X) = Sird If((x-y)1gky)dy = 11g118 Sialfl(x-yidy = Ilfl · 1191128 Kxetd
Basta usare che (fxg(H)= (Sidf(x-ylglyldy) = Sira (f(x-ylg(y)/dy= (f(x(g)(x)+0
=> II f *glllo IIIfIIL Ilg11Ls

Sia Ora Dr, 1 reale
P

claim : Sir (Sira If(x-y) 191(y)dy) dx 4+0

· Se p= 1
,
le maggiorazioni sono immediate

IIIf|*19/111 = JiraSind If(x-y)/Igydydx Sira 197811 Sind If(x-yildxdy = 11 FII 11g1ILI
=> IfIgI()+o 29-90 .

Xemd e Ifxgik IIIfI1gIII
· Se p+1 ,

sia G= pl , il suo esponente comingato
Posso fare le stime con 181 e 191 , poiche 11fxgllP = I/If/X1gI/ILP

IIIfIX1g/Il= Sina(Sira If/x-y) 191(y)dy)P
Ora (f)(X-y) = (f) f+a(X-y) = (f) f(x-y) . (f)(x-y)
If(x1g/ = Jina If(x-y) . (f

F
(x-y)19(y)dy (Sira If*-ydyla (Sira(If*-y)1gkyPdy)

*

Pa(1f(x1911P(x) = 11 fll (Sind (f((x-y)191P(y)dy)
FT

Sind /If(x 1911P()dx IIfilSirdSird If/x-yl 191P(y)dydx =

= IIfl Sinalg(y)Sia/fkx-ylddy = If Ilgl2p
=> IlIfIx1gIII(p= (Sina /fix 1911P(dx)+ Il EII-IlgIILP

Se fisso fel'(RP) ,

T:datadagx = Ex,

DIMOSTRAZIONE

Per il teorema fxgeLP .

La linearita segue dalla buona definizione

e dalla linearita dell'integrale
Per il teorema

,
T e limitata,quindi continua

11 T(gill p I llfIk 11gIILP

Se fisso geLP (R&) ,

S:datadaS
= Ex,



Teorema

Teorema

Teorema di 
Young

Def.

Def.

Siano FCLP(IR
,gel (t) con+ q = 1.

allora fxg e ben definita
, fxge('e

Vale IIfxgllo = Il fIlip 1191129 .

DIMOSTRAZIONE

Considero /f) e 191

If(x1g1() = (ind Ifl-y) Igkyidy /ind If/P(X-y)dy)* (Sird 1919 (g)dyj =
= II fIlp /191119

In realto
,
vale un risultato pi generale.

Siano p ,q ,re[+8) t .
c. E+ = 1 +t

Se FELPIR)
, ge L(IR) ,

allora FxgeLR) e

Vale IIfxgllir = IIfIILp 1191129 .

LP0(R) : = If :RR misurabile t .c . FKERcompatto , feLYCKI)
con RER aperto.

Oss (1 (P(RI= Loc() XP
(2) Loc(R) = Lixc(R) VP
Infatti,dato Ker compatto,vale

SkIfIdM =SalfvizIdMeIfdMf (Sedu = IlfIkp (Miki)N

Data f
,
si definisce sptf = A

,
dove A e ilpi grande aperto t

.
c. F =0 perM-9 .0

.

XA

(misura r-finital

Sia fe Loc (R9) e geLi (R4 ,

allora

fxg e ben definita.

DIMOSTRAZIONE

fxg(x) = (pdfxx-y)g(y)dy = Skfydy e ben definita



Proposizione

Teorema Sia fe Loc (R9) e geC:(IRY ,

allora

fxg e continuasu

DIMOSTRAZIONE

geC(IR = geL (R),quindi fxg e ben definito
Sia K= SUPPG

fxg e anche CCA)
Infatti

, presa Xnxeted

fxg(xn) = (kf(xn- y)g(y)dyz=ySx-kf(z)g(n-zdz = (f(z)g(n-z)dz

SeXn > X
,
J 2Xn-K An

Uso il teoremadi Lebesque con Fn(z) = f(zlg(n-z) If(zg(X-z) (g continual

e freLl(k)
,
Ifn/lf(z) 119118 IfleL'CkI

Quindi passo al limite nell'integrale.

A livello formale
,
CCR = CiCR) rispetto alla convergenzaunforme

come sottospazidi (CRP) n Lim(9)

Sia Pe[1 ,
+col e sia feLPCR9

XTER definisco T(f((y)= f(ytt) e (PCR)
.

Allora si ha che lim llt(f)-fIl = 0
T-0

Cla traslazione e continua in (P).

DIMOSTRAZIONE

Uso ladensit delle CiCRP) in LP

Passo 1 Dimostro il risultato per feCa
Considero 11f-T(fillTp = Sird/f(y) - f(y+z)/Pdy = Skock-ylf(y) - f(y+T)/Pdy
Dico che lim Skulk-1) (f(y) - f(y+/Pdy= 0

per Lebesque : If(y)-flytiII
*

= 21/fIIB (Kulk-i) e compatto
e lim fly+i) - fly) perche f e continua

2+ 0

altrimenti uso l'uniforme continuit di f.

per cui se IT Se
,
allora Skuck-lf(y)-f(y+/Pdy <EP2

*
(KU(K-T))

+30

Passo 2 Estendo il risultato per f qualsiasi
Fisso Eso Igner) t

.
c

. If-gelliptiE

Ilf-T(f)ll(p = (lf -g+g
-T(g)+T(g)-T(f)(((p = 11f - g(((p + 11g - x(g)(((p + 11+(g) -T(f)()p(32

(1)E (I) (H) LII]

(11) 11<(g) -<(f) (((p = (Sina(g(y+z) - f(y++) (Pdy)f = 11g - f(((pxE
(II Per il punto 1

, eim11g-[(g)//p =0

=> JS2 : se ltkSellg-g/lpE



Proposizione

Oss IIF-I(fills/o se /t -0

esempio Per d= 1
,
basta considerare f(x= Xio

,
+ @)

Infatti IIF-TfI/18 = 1 Xt+ O

Siano pqe[+] c. = 1.

Se feLP(R)
, geL(R) ,

allora ExgeLonCo(9)
e fxg e uniformemente continua su IR!

Se p ,q>1 ,
allora fxgeC:(R).

DIMOSTRAZIONE

·

tamafyPeterisso it

continua se ge +o lineare e limitata,

caltrimenti siscambiaper simmetrial quindi continua
· Faso 75=Se +

.
c

. AX,z (x-zkS = (fxg()-fxglzilE
Fissiamo E20

.
Valutiamo l'oscillazione, fissati X

,
zetted

Ifxg(x) - f xg(z))= (Spf(x-y)g(y)dy - Sirdf(z-y(g(y)dyl =
= Sird (f(x-y) - f(z-y)/(g(y)/dy 11f(x-) - f(z-Ill 1/9/119

Si conclude utilizzando il risultato di continuit delle traslazioni in Li

(f xg(X) - fxg(z)) = (1f(x-- f(z-/(p1/g/119
Yrd(f(x-y) - f(z-y)/Pdy(f = 11n - (z -x(h)((( z -x150

1 Il

h(y) n(z-7+y)
Quindi /Ih-(2-X(h)/l /< per Ix-zkS

=> Ifxg(x)-fxgizllElIg/k9 per -zkS

Questo funziona anche per p=+o
,q= 1

,
scambiando il ruolodi feg.

·Se p,931 (ciol p,a reali) ,
si dimostra perdensit

Passo 1 F
,ge C(t)

fxg(x) = (pdf(x-y)g(y)dy = (sp+(g) f(x
-y)g(y)dy

O x-yesptf) o f(x-y)= 0

fxg(x)+ 0 = xSpt(f)+spt(g) compatto
=> SxgeCcRdy

Passo 2

Fissiamo FeLP ,gela e Fissiamo (fr ,gleCixC
11 fxg(x) - fa*92(((0= 11(f-fa)X(g -G2)+(f - f2)xya+ fz* (g-92/10=

& IIf-fall (p119-Gallia + IIF-fallp Ilgalla + IIFallip /19-Gallia
Fisso eso,

, scelgo frec t
.
c

. Ilf-fallyp > IIfallp = E+ 11 fll2P

geC t
.
c

. Ilg-galac 1191119 = E + 1191119

Oss L'ultima parte e falsa se p= +0 o q= +0

esempio Se p-+0
, q= 1

,
consideriamo f= 1 eL8(a)

VgeLR9 fissata
,
vale fxg(= Indglyldy ER,

quindi Fxg/o per-+ o
,serdglyldy+ 0



Proposizione

Teorema di 
derivazione sotto il 
segno di integrale

Quando e derivabile Fxg? Come siscrive (fxg)' ?

Il primo risultato di continuit per fxg e stato

feLioc(
, geC,( => fxg ben definito e C

dove Loc(R = If : R
*

-R misurabile +
. c. FK compatto feLP(K))

Sia felc(R9
,geCh,[Ra con30.

Allora FxgeC"(R e vale

Vi= 1
, _,dai(fxg) =fx

Vx =(., - ,
Xa) multindice con 1/2k

,
siha

D(fxg) = fxDg .

DIMOSTRAZIONE

Osservo che basta dimostrare che le derivateparziali
Verificano od(fxg) = fx0gOXi

Infatti FeLcUR)
,OECIR EXECR

Per il teorema del differenziale totale
, fxg EC'(R9)

Il resto segue per induzione.

Devo calcolare per X fissato e ie/1 ,
-

,d) fissato

lim Exg(x+teil-fxg(X)
= him (rdf(y) glttei-y-g(x-yl yt+ 0 t t

Poiche rale OXy
If(y))/g(x++ei-y)

- g(x-y))= (f(y))/89(5) = /f(y)/114g11s
si puo' applicare Lebesque

Sia (X ,
A

, ul spazio mensurale,
I=(a

,
b) intervallo anche illimitato

,
EEX.

Sia f : IXE > IR tale che

(9) Ftel XI > fit,MeL'CEl
-

fl ,
NEC'I)(ii) per M-9.0

.

Net

Kil JgeL'E , M) tale che 18 ,/+g(X) Fel ,M-90 .
XeE

Allora 0 : I -R data da PH =Sef(tde e

ben definita
,
diclasseCKI) evale=S ,

NdM.

Oss Visto ad AnalisiI che

N :ta,b)ReC'> JyeC(ta ,b)) t
.
c

.

h(t-h(s)= 554kzldz Ys ,
t-CTa ,b)



Proposizione

Proposizione

Lemma

Corollario

DIMOSTRAZIONE

Per (i), p e bendefinita

Perlu)
,
Ut ,

S Fissati
, M-9 .

0 . f(-f(s,
X=z ,

X dz

Integro su E rispetto au
Devo far vedere che e L'Ilt ,s)xe)

ma per (il (8t,/g() e L'e)

Eelz ,/dudzSfeg(1dudz = It-sIIIgIIE
, Mi

Quindi

Cef-f(s = ledzdudu-

P(t)-P(S)

NEC(I) per il Teoremadi Lebesque
Per M-90 .X z1 1gf(z ,

X e continua

zelsie/g() eL'IE
,Mi

=> il limite in z passa dentro (E- -.

Come si formula il risultato di prima se gec , ma non a supporto compatto ?

Bisogna imporre qualche ulteriore condizione sulla sommabilita di feg.

Sia feL'(IRP) e geC' LP
,
allora fxg e derivabile

se geLP Fi ,
e vale1fxg) = fx89

Sia FeLPRd)
,
geC'nL(R) con + & =I

allora fxgec'e vale1fxg) = fx89

Oss Siano f ,gt .c . FXg e bendefinita

SeFexer : Ifzo4 ,
G=xeR : Igno ,

H=xeR : /fgkob ,

allora H =F +G
,
cioe supp fag suppf +suppy

Infatti
,

se teF+G
,

o yeF et-yG ,

O yef ; in agnicaso fag=oteh
.

Se E
,

FeR sono misurabili con IEl
,
IF130,

allora inte+Fl+0 .

DIMOSTRAZIONE

Weog IEI ,
IF/+ 00

.

Considero NEXXF : e t
. c

.

Ieell-IEIFI eexe
Continua

Poiche 74 : Re* 1470, c'e un intero intorno esupp(ef)E+F

Se A e misurabile con /Also,alloraA-Ae un intorno di0.

DIMOSTRAZIONE

Basta considerare E=A
,
F= -A : Xa* X-A(d = (raXa(y)X-A7y(dy = (A)



Mollificatori

Def.

Teorema

Proposizione

Proposizione

I mollificatori sono particolari "nucleidi convoluzione
,

attenuti

riscalando una stessa funzione.

Sia he L'Rd
, [0 ,
1))01

Si considerino le riscalate per 230 ha=h
Questo riscolamento assicura che Sindh =Graha := 10 .

Se prendiamo hece
,
FfeLP(R) ,petr ,+o

fe = CfXha - f in (PCRA)
.

&
Oss Seprendo yeL'ITa, b]) ma non co

t
f(t) = (a4is)ds lanche sea= -0)

euna buonadefinizione, f econtinua ma non edettoche f sia derivabile ovunque.

esempio W = c+ ]Nlds dove(s) = 1 Se

Un mollificatore e una funzione In :& - R t
.c

.

SneCOCR , gato , suppiya =Blo
,
ra) con un -0 e Siagndx = 1

.

Se felP(r)
,
con pete ,+,

efn t
. c.

Ino , suppleneblor Conno e Indx= 1
,
alloat

In* f

DIMOSTRAZIONE

Consideriamo

19n* f(x)-f(/P = SindIn(ylf(x-y(dx - f(x))mdfn(yidy
P

=

= Sid In(y) (f(x-y)-f(x)dy PJensen SedIn(y) f(x-yl- f(x) Pdy

=> Sind 19nf(x-f(x/Pdx = SirdSirdInlyi /f(x-y) - f(x/Pdy dx E

=SidIn(y) Sind (Tyf(x-f(x/Pdxdy = Sind Ityf-fllip In(y)dy
OraY:Myff Segliendo ntc

.Ann raa

Oss Spesso siconsidera In(X=Nagina con 930 , Jrg = 1
, Suppo=Bild.

Se en sono t.c
. Inz0 , suppleneBlo ,

tal con in t0,

SindIndx= 1
,

e feLPIRnC'IR) , GFELP Vi= 1
,
-

,
d

,
allora

Inoltre=I

Se in sono mollificatori e feLP(IRA), allora
InfECOR e (f) = (in) * f .

Pin in generale , D4n* f) = (Dign)* f.



Spazi di Hilbert
Def.

Def.

Def.

Disuguaglianza di 
Cauchy-Schwarz.

Sia Huno spazio vettoriale su /K=Ro

4
,
: HXH - IK si dice prodotto interno

Iprodotto scalare selk= IR
,
prodotto hermitiano se Ik= C) se

(d) FyeH X1 > <X
,y> e lineare Su H

(i) FX ,YeH <X
,y> = <y ,X)

(i) <X
,
>ERt Exet e <X

,
x=0= 0

Definisco /IXII = X
,
XL FXH

Il Il e una norma: per (iil e bendefinito e /I=0 X=0

LIMI=XX
,
xY = xiad=C =IX,= IXI

(CS) implica ladisuguaglianza triangolare

Ayettsiha K,y>/III - IyII .

La Il-Il indotta da 7 ,> ha l'ulteriore proprieta
((x+y||

2
+ ||x-y|k = 2((x1k + 211y/R (IP)

Se Ik = C
,

vale l'identita di polarizzazione:

< 0
.
u> = Elle +ul - 110-wR + illoticlk-illo-iw/l)

Consequenza :

Xyeh possiamo considerare Ty :H-1K definito da

Ty(x) =(X
,y) FxH

Ty e lineare e continua rispetto alla topologia indottada 11 . I

Infatti (Ty() = kX
,/IlyI /IXIIXH

Inoltre
,
fissato MCH

,
M+ O

,
si puo definire

M+
= (yH : <X

,y) = 0 XxEM)
=> M+ e un sottospazio chiuso di H

Infatti M+= =1(a) =Mer
XeM

Sia H spazio vettoriale su K con 7,

Se la norma Il-Il indotta da 7 ,> induce una metrica d

che rende (H
,
d) uno spazio metrico completo,

H si dice spazio di Hilbert .



Teorema di proiezione 
su un convesso 

chiuso

Sia H spazio di Hilbert e

Sia CcH chiuso Convesso, C+ O .

Allora FxeH 7 !FeC tale che /IX-III =minlIx-wl

DIMOSTRAZIONE

UNICITA' : Fisso XCH
,
siano X

,
XEC tali che

IIX-Xill = min /IX-wll = IIX-Xall =: d
wEC

Oss In particolare ogni punto del tipo XX+C1-XIX2 e ancora minimizzante

Infatti 1(X - (x,+-xx2)ll = 1(X(X- x) +x- x(X- Xz(l) = XIX-Xil) + x- X/(X-x all =min (1x- wll
WeC

Lla norma indotta dal prodotto interno e strettamente conversal

1) X-y(k = 21(x11 + 211y(k- 1(x+y1k
IIXe-Xalk = 211X-Xell2 +211X-Xalk - all t* + X 2421
=> III-Kalk =-All-Ko

&

ESISTENZA : si costruisce una successione di Cauchy
Sia (Wn)cC t

.
c

.

d= inf /IX-wll = lim IIX-Will ER
WeC

Mostriamo che un edi Cauchy
11Wn-WmIR = 211x-Walk + 211X-WmIR-411X-Wn +

X
=Wm11 =

= 211x-Wall +2/1X-WmI-411X-Wrtam 1p

de d d
=> Ilwn-WmI = 2(1IX-Wmll2 + 11X-Wm/) - Ld2

n,m - +00
=> (Wil e di Cauchy S

o
esempio (R ,

de) C= Bild
· l'ipotesi di Il - Il indotta daprodotto intorno assicura l'unicita

esempio (R2 ,
11 - 110)

*

Dato C convesso chiuso in H Hilbert.

La proiezione su CTc e caratterizzatada

<X-T ,
W-Tc>O FueC

Versione complessa della disuguaglianza caratterizzante :

2Re(X-T
,
w-Tc())O FueC

Idea: d(t)= 11x-[C+c+tu]/1 telo
, 1) ,

weC

D'(d>0

: [a
,b] - Re derivabile su ta ,by

,

Econ minimo in a

=>dlalO



Teorema di proiezione 
su un sottospazio  

chiuso

Corollario 

SiaM sottospazio chinso di H spazio di Hilbert
.

Allora 7 !P
,
Q : H -H lineari e continui tali che

Prevale
DIMOSTRAZIONE

Definisco PCX =Mm(X) (M e un convesso chiuso non vuoto

e definisco Q(x) = X- P(X)

Dimostro che X-PWEMT
,
ossia <X-P(

,
w> = 0 FureM.

Fisso WeM
.

1IX-P(NIR = 11X-P(N +Xw/R VWEM ,
YxelK

= <X -P()+/w
,
X-P(+Xw) = ((x -P(x)/ +2Rexxx-P(x)

,
v) + 121wil

Quindi FX deve essere

IIWIR + zReT <X-P(x)
,
w> -0

Se <X-P(X)
,
> =0, ho finito

Se <X-PC
,

Mil +0
, Scelgo X=+X-PCX

,
us

,

tet

E2kX-PIN
,

W >R/WIR + 2RetKX-PIN ,
w>O XteR

=> kX-P(x
,
>=0 = <X -P(X)

,

w) =0

Osservo che MnM+= 104 = se X=Xi+Xz con NEM
,
XzEMt ,

allora X1=m(X) e X2=m+(x) M M+

N D

Quindi , se X=P(x) +a(x) = Xi+X2 = P(x) -X1 = X2 -Q(x)

=>P(x)=Xe
,
Q()=X 2

=>Pea sono lineari :

Presi X ez
,
devo mostrare che P(x+z)=P(x)+P(z)

,
a(x+z)=Q()+Q(z)

P() +Q(x) + P(z) + Q(z) =x+z = P(x+z) +Q(x+z)

=> P(x+z) = P(x) +P(z)
, Q(x+z) = Q()+ Q(z)

Fissati xeH
,
NE :

XP( +Q() = XX =P(+A(X) = P(X) =XP()
,
Q(xx) =Xa(x)

Faccio il conto : O ⑧
I

11X12 = 11P() +Q112 = <P(x+Q()
,
P(+Q() = 1P((1 + (P()

,
Q()) + CQ(),P(x) +11QIR

Poche P
,
Q sono lineari , sono continue.

=>

PAMPso
limita

Oss Dato M sottospazio chinso, proprio, non vuoto
,

allora M+

#10
Infatti MeH = JxHM

=> Jitm(x) *X = X-TmWeMt



Teorema di 
rappresentazione 

di Riesz 

Corollario 

Dato T: H -IK lineare econtinuo

7.yet taleche T(=Ty( := <
,y> FxeH .

DIMOSTRAZIONE

Se Teo
,
allora y=0.

Sia TFO
,
considero M=KerT sottospazio chinso

poiche T e continuo

Osservo che KerT ha codim 1 in H
,
cioe

H = KerT(kertl+ edim (ker(Ti+= 1

Infatti
,
dati x+XzE(KerTl+ +.c

.
T(x) = X1 +0

,
T(xal=X2+O

,

allora TlxX-Xnxa) = 0 =ak-XixzekerT=V=XiXz

quindi XzESpan(X)
Fisso WelkerTt 1404 e cerco XelK +

.
C

.
T(x = Tw(X)=X

,
x>

Thr)= ur
,
xury=IR = X=

Thut
1125112

Dico che y=Tw eilvettore cercato

Infatti

Ty(=,y =T ,w =Tw =T

X=TerT(X +Mu

Dato H Hilbert,

& T : H -K lineariecontinues H.

esempio H = 12 ((k) = (x=Ye ,
XnElk:1+04

la e Hilbert conx,y=nin
Guardiamolo meglio :

ei = 10
, - ,

0
,
1

,
0

, -)Ela
i

Che nozionedibase abbiamo su uno spazio di Hilbert di dim infinita?

Abbiamo la nazione di base algebrica
B= 15;:jCH ,jej / e base algebrica se

Span B = H e Be linearmente indipendente
Ma 10

,
1

, E , ...,n ,
...) el2iSpankei , ie) ,

ma e Span Lei , jeINI

suggerisce una nuova nozione di base



Sistemi ortonormali

Def.

Disuguaglianza 
di Bessel

Teorema

Sia H spaziodiHilbert

Leibier si dice sistemaortonormale se

Lei
,ejb = Sij VijeI

Leiliel sidice sistema ortogonale se

Li
,ej>= 0 Vitj

Sia Leiliet Sistema Ortonormale in H.

Allora FJI finito vale

ZkX
,
eis IIR XxeH .

EJ
Inoltre Sup,IH

DIMOSTRAZIONE

Faccio il calcolo di /IX-li> eill, con J finito

A meno di riordinare gliindici
,posso supporte J= /1 ,

-

,N
N N

OII-Eiseil=-Zeisei , NElisei =

-
Oss Una consequenza della disuguaglianza di Bessel e la seguente :

fissato XeH
,
Ix =Lil : <

,ei> tol e alpi numerabile

Infatti Ix= UIY dove I=I: (ei)i
N

#It IXIR

Dato (eibiel Sistema ortonormale
,
si considera

M = Spanklihiel

Per ogni xett
,
/=li> ei

,

dove si da

senso a questa somma infinita in H

DIMOSTRAZIONE

Abbiamo visto come conseguenzadi Bessel che,

fissato xett
,
I= /i : KX

,
ei>/ +0) e alpil numerabile

A meno di ridenominazione, possiamo indicare [x= N.

Considero le somme parziali , ,libei =XM

Voglio dimostrare che I/= H e di Cauchy in H.

Fissati hikeIN
,

kh
,
calcolo

11X-XnIR = Il ,eisei=ep

Uso ladisuguaglianzadiBessel :

IIXulk = ZKX ,
ei>RIIR

=> la serie ,
e:1 converge

=> le sue somme parziali sono di Cauchy inR

=> II-XnIk = Sn-Sn > 0 per k
,
n = +

+

=> Jz=X
,
lis li



Def.

Def.

Teorema

Mostro che x-z e ortogonale a M
+

Mi basta dimostrare che X-z =X-lisei e ortogonale aogni ej ,jeI
Infatti,data la"linearita,

di <y ,., l'ortogonalit passa alle

combinazioni lineari finite, e per continuit di <y,> passaalla chiusera

Fisso jeI e calcolo

-eisei
, ej = pin libe ,ej=in ej-eise,

per M-j
Quindi [cX

,eixei =mix)
ItIf

Dato che Mr(X) e univocamente determinato, per ogni ridenominazione di Ix

Si ottiene che laserie :lil li =/,
si puo parlare univocamentedi

,lis ei

Leiliei Sistema Ortonormale in H si dice base hilbertiana se Spank/eilie = H.

Leiliel Sistema Ortonormale in H si dice completo se

e massimale rispetto all'inclusione.

Si dimostra che in uno spaziodi Hilbert questi concetti coincidono.

Sia H spaziodiHilbert su IK. Sono equivalenti :

(1) KlihiezEH sistema ortonormale completo
(2) Se xet

,
verifica X

,li>=0 Fi ,
allora x=0

(3) Spank(lihie = H

(4)XeH X=,eit ei

(5) FX ,yeH <X
,y>=,ei><y ,

ei Luguaglianza diParseval)

16 AxeH IIIR = [KX
,
ei>/ Lidentita di Bessell

itI

DIMOSTRAZIONE

(1) =(2) Sia XeH +.C
.
(,ei>=0 Fiel

Se fosse X+0
,
allora

,
preso M=Spanteiliet , XeM+

=> posso considerate Leibieri
(2) = (3) Per Assurdo H -Spank/lilies #D

,
Sia XCH'M

.

=> X=m(x) +π(m+(x)max(M =Mm+(x) +0

Posto=M+ (X)
, Ottengoche e ortogonale a ogni ei

,
itI

(3) =(4) Dato che M = Spanleiliet = H
,
allora ExeHm(x) =X

e peril Teorema TM(X=,ei> ei

(4) =(5) Devo usare la continuita di , , quindi usoil Lemma

Xm > X
, Ym > y in H

,quindiM ,YM> ><X,YL per M > +o

Infatti /x,y -M, YML //X ,y-Ym3/ + /X-XM ,Ym> 1 =

> O& IXIIIIy-ymll + 11X-XM/11yell me +o



Teorema

Teorema

Fissati Xiyet ,
calcolo <

,y
Riordino come naturali gliindiciVIy ,

cioe X=eitli
,y=libei

M

,y= limeisei,=eiyeM++D M
-

= lim 2,li><Y ,
eil

M- + D i

Mi basta far vedere che laserie converge assolutamente

&Kli> <yeib1 = (Kei<1)*Ky ,eR(:1111111
H

SU CIN
,
IK)

(5) =(6) Prendo y=X in (5)

(6)(1) Se per assurdo Leibier non fosse massimale
,
JxeH-/0)

t
.C.

,
li>=0 Fiel

,
<X ,xx =1

ma e assurdo perche
1 = I=X

,ei> =Mike = o

Klihiel ,
con I numerabile e base hilbertiana di

S

H spaziodiHilbert H e separabile

DIMOSTRAZIONE

#) Prendo lecombinazioni lineari finitea coefficienti inQR
o Q + iQ, che l denso e numerabile

(E) Se He separabile, prendo Z = /2n : neIN) insieme denso inH

e applica il processo di ortonormalizzazionediGram-Schmidt
Il fatto che Span(zn : nEIN) sia denso resta invariato

Sia H hilbert separabile.
Allora H e isomorfo e isometrico a l(N

,
IK)

DIMOSTRAZIONE

Sia Leibiei base hilbertianadi H.

Definisco Q : H -> e(IN
,
(k) come( =<X ,ei(ie

Per Bessel (X .CixlieNEl(IN ,
Ik) e ben definita e lineare

Y e continua =Keis = IR

O e iniettiva : (X
,li) = 0 VieN = X=0

y e surgettiva : data (ailie = 12,
allora e ben definito x=li

Infatti Xm = Zaie : e di couchy in H



Proposizione Sia Hhilbert
, Lenne Sistema ortonormale completo.

Sia S= (Sn/nein
,
Suso eQ=xeH:=rem

,
KnSrXl

Allora Q ecompatto

DIMOSTRAZIONE

# Mostro che seS =+
,

alloraQ non e compatto.

Sia No : = 1 : JM t
.
C . S1

Per ricorsione costruisco (nj) ,nj +o ,

t
.c. 1

S-=+It i
Quindi /Xj) non ammette sottosuccessioni convergenti

(E) Qs e chiuso in quanto intersezione dichiusi (quindiQecompleto
Sia in la proizione su Spanlej , jenl

TinQs e un sottospaziochiuso di uno spazio finito dimensionale

ed e limitato>TnQs e compatto
Dato Eso

, Iro = nocal t
.c . II-I CallNo 2

Infatti Jnot.c
.

IIX-Ero/l=
=> As NelnoQs)

-

#roQuCompattoirQueBelpi
=> Q Balpil ,

quindiQse totalmente limitato,dunque compatto
Infatti

, preso XeQs , FPi : MroXeBelpil
=> IIX-Pill =IIX-TroXII + /InoX-Pill+= E



Serie di Fourier
Consideriamo adesso il caso di H = (Er]

,
K)

spazio di Hilbert con 15
.97 = If ged

Su H si considera poi il sistema ortonormale (einnex)
Siverifica che e un sistema ortonormale :

einx eimx
<

2π' 2π >zeineimdimm
Vediamo che e un sistema ortonormale completo in L(E-.) ,

(C)

Faccio vedere che Spanc/einx,ne / e denso in H.

Mi basta far vedere che e denso in CE] ,
)

Questa e unaconsequenzadel Teorema di Stone-Weierstras.
Siconsideri l'insieme delle funzioni Cier([t]

.

() =

(f : [it] >C continuase Fint] e fitt=f() ;

identificado i punti ite- e E#~ES' ,
sida che Cier(Ei],ECCS'

,
e)

Si considera ora lasottoalgebra di C'S'
,
C) dei polinomi trigonometrici

inx-Lane ,

MeN
,anE

S e chiusa per coniugio e separa i punti :

dati
,
X.,xzES' con X1X2

, posso identificarli con X
,
Xze Fit,] e -Vali

=> f(x =exe e verifica ex gita

Per Stone-Weierstras ,
A e densa in (CS'

,
K)

,
Il · Ils)

Si deduce quindi che

Spannlein , net"2y"(er([-n) ,
()=(E-r) ,

C)

Quindi L , ne e un sistema ortonormale completo

Definiamo FFE (([ ,i) ,
K) i coefficienti di Fourier

Cn(f) = fein=efnet
in modo tale che f(x)=fe (serie diFourier compressa

che vale per i teoremi precedenti
NOTA l'uguaglianza e in senso (2, quindi si ha soltanto

- inX 1

f(x)=(f)e per 2-9.
0

.XE[-] Convergenza puntuale
della serie quasiorunque



 Proposizione

 Proposizione

Prima di proseguire, calcoliamo delle relazioni trasommabilita di (Cn(f)) el2X ,
C)

e regolarita della funzione felE
,] .

()

Sia FeC(Fit]
,
) conf(i)= f(it) .

Allora (n(f') = inCn(f) Fnek

DIMOSTRAZIONE

Calcolo CnIf'l (f'EL" perche feC([-]
,
()

Sen=o : Colffeoxdx =
f() - f(-)

=0
2

Sia n+O :

Cn(f1fefifex] =

= in [feidx = in Cn(f)

Oss Se f : Fin] -Ket
.
c

. JgeL'([- ,m) ,
C) : f(x = c + 1gadt ,

allora f e continua e f e periodica>g ha media nulla

Sia f :Fit] >t
.
c

. Jgel /Fi ,] ,
e) con f(x = c +1]gHdt

e ga media nulla. Allora (n(g) = in Cn(f) An.

DIMOSTRAZIONE

Colg=g(d = 0

Per no
,Chen
=g(Xin(t) einxdx)dt=
=genddt=g())-Teidt =

- Sigteintat = in Cn(g)

Oss / Coefficienti diFourier sono ben definiti per fel2(f ,
n)

,

)

Dalle proprieta viste perlebasi hilbertiane, siha che,
per una tale f

, fel" (l- ,] ,
K)#> (Cn/fllneEl(I,)

Oss I coefficienti di Fourier sono ben definiti anche per fel'(E],)
Se fe(2([-it

,
it]

,
4)

,
si ha in pii (n(f)el(X ,

e) e vale

l'identita di Bessel IIFIFs
,
Cl

=2n(
Infatti abbiamo visto che /ein, e base hilbertianadi

=> IIfI = nk5, = zkn(11



 Proposizione: 
convergenza 

uniforme della SdF

Da dove nasce e quale motivazione ha l'idea di sviluppo in serie diFourier?

esempio Consideriamo l'equazione y' =y+ 1&
y(xa) = Yo

Esiste una soluzione C'
,

ma la soluzione y verifica

y' = combinazione lineare difunzioni=yeyec ...

Quindi la soluzione y e Co

y(Xd = y(xd+ 1
, y"(Xd) = y(d

Posso provare a recuperare lo sviluppo in serie diTaylor di y :

y(x)Ey(Xd+Dy(x)(X-40)

y(x) =Cet - 1

Moltiplica y' = y+ 1 per e-inx

fy'ginx = f
*

(y+ 1)e-in => (n(y) = (n(y) + Cn()
-T

Magari ce un metodo per ricavare (n(y)

y(x) = [G(y)einx
nEX

1adomanda : sotto quali ipotesi su Ch(y),Chyleinx converge
a una funzione Co

,
anzi C' ....?

Che legame c'e tra Cn(y) e Cn(y) ?

Sia FeC'([m,]
,

) periodica
Allora la serie diFourier associataaffein

converge totalmente a f su (2([t
,it],)

Ivale a dire Sn = [G(fleinx v
> h su (2

,i) ,

4)
In1N

e f =h 9.
0.)
.

DIMOSTRAZIONE

Uso la proposizione per verificare che Cn/f = incn(f) VneX

e f'e Lo([-]
,
4) = fl2

=> Z/nIfk+0 => lin(n(f)k= kn(f) + 0

NEX

Questa veteriore sommabilita di cn/fl assicura che (n(fl) el'(X,
Vale adirekn(f)k+0

Infatti mi basta scrivere

kn(fil = ((f)) + n())- (o(f)I + [Incr
*Cont+ 0

Ma Kn(f)) = max (n(fleir = Iln(f)einx/ls
XE[-TLt]

-

=> la serie 2 Cn(flein converge totalmente a heier
nex

Dico che h=f 90. su E
,it]

SN(f) U- h Su Eit ,] => converge anche in norma (Et]
,
()

ma Sulfi e anche lo sviluppo in serie di Fourier di F

con e sistema ortonormale completo
=> f=(f)einx su 12

, quindi f =h 9. 0
.

su -
,Tt]



 Proposizione

 Proposizione

 Proposizione

Abbiamo visto che 2 Kn(fl+0= Kn(f))+ 0

=> (f) ein =h() e Sulf)=(n(flein U = k()=(f) einx

=> Snh in2

dal Fattoll = Sw Zillformemen
a

Come si generalizza questo risultato per funzioni non C' ?

Sia 5 t .
C

. JCER
, Jge([ ,#] ,

e) amedia nulla

t
.
c

. f(x) = c+gldt EXE] .

Allora la serie diFourier associataaffein

converge totalmente a f su (2) [t
,it],).

DIMOSTRAZIONE

ge = get quindi Cn(g)= incn(f) YneX

gl (n(g))e(27 ,
a)

=>

Mazn)f+
NEX

dopodiche la dimostrazione e analoga

informeis

NOTA Cher([i]
,
() = IfeC"(E-tt]

,
4) con Diflit) =Dnf() Fh=0

,
- ,4)

Sia fel([] ,e) t
.c.<+ per ke fissato

Allora fammette un rappresentante in Cher([-ii]
,

D).

DIMOSTRAZIONE

Per induzione su k.

Per k=0, e il risultato di prima.

Per k= 1 : per ipotesi, InCn(f)k+0= kn(f)(+x = fecper
f(x)=(f)einx

Definisco Rn()=ninc(f)eit eCier
L'ipotesi dice che Ru "ig perche [incn(f) converge totalmente

NEX

Rn "g ,Sn If : voglio mostrare che g= f



 Proposizione

Mi basta vedere che f verifica TFCI Cong

Integro,a X fissato, su (i
,
X) le funzioni Rn

Sn = Zan(flein elier Swift' = Infle)= inC(fleinx = Rw()
InIN

=> Sn(f)(x) = [RNItIdt + SN(f)fit)

Passo al limite su N+o : Sulf)(mf(x) e SiRldtighidt
=> f(x) = (2g(t)d+ + f(π) => g= fl

Sia feCk(Er]
,
D) e Drff) =Dhfful Yhck

=>Cn(Dhf) = ihn Cn(f) flak .

Inoltre Sw/Dhf)0 >Dif Khak
[InRk/Cn(f)l2<+o = Zink"Kn(f)/+0 .

DIMOSTRAZIONE

Per induzione su k

·k= 1 gia visto

Sia g=Dr+ f e periodica e C'([-]
,
()

Applica il teorema : g'verifica (n1g = in Cn(g),
doe (n(Df) = inCn(D fl = in inh+ Cn(f) = ihnhcn(f)

Una volta vistoche cn(DKf) = iknk(n(f)

uso che feckDkfeltzlinkch(f)/2to
=> [In12kkn(f)12+

Usando la solita disuguaglianza,si ottiene che

[Ink- (n(f)/+0 e si conclude peril teorema precedente.
in= In19(n(f)) = 2 Ink (n(f)) ·

ink [ling12 [nam /Cn(f)12
neLio ↑ +

+0> 2k- 2BL

cioBck-t



Convergenza puntuale della serie di Fourier

Def.

 Lemma di
Riemann-Lebesgue

 Lemma di
Riemann-Lebesgue 

generalizzato

Sia F : Et
,it] , & a meno di ridenominazioni

chiamiamo ancora f l'estensione 25-periodica a tuttoR.

Supponiamo fel'(T-i ,i) ,
e)

Ci chiediamo per quali ulteriori ipotesi, per XoEF] fissato,

Sw(f)(Xo)= Ch(f)ein converge e converge aXo

Definiamo i nuclei diDirichlet

Dr(y)= piny definit per ye

Proprieta di DN :

(i) Dr e 25-periodica

(ii) fDnlyldy = 1 FN

(ii Dw(y) =
Sin (N+E(y)

per y+0
,
DN(0) = 2n+

sin()
DIMOSTRAZIONE

(ii) findy= cosy+isnydy=

(iii) Dnly)=igntNeinyey =

gif - 1

=

(eign+- q-iNy
= eilNzy) =

SinNtl
ei - 1 sin(

Data heL'IR
,
KI

Pins(inhly) sin(pyldy = 0.

DIMOSTRAZIONE

Per densit delle funzioni regolari a supporto compatto
P -o

+ Shy)Cody hills Is tasImhlylsin(pyldy = -hyl Cospy)
> O

P P-

Sia ora heL' : Veso JNECRI +
.c

. Ih-pl < E

ISinhyl sin(pyldy/(Sir (n-1) sin (Dy)dyl+ ISm4 sin(y)dyl
sup/Sirhlylsinpydy/I Simsup/in(h-uIsin(pyldyl =

P-+0

= ensup SinIh-ul Isin(pyl/dy E

Data feL'IIRI
, qeLo(t) T-periodica ,

si ha

SirfiPlddx Pare forzidz Sifd



 Proposizione

 Proposizione

Se JU intornodio 7230 JM30 t
.c

. flu
e 2-holderiana su U (cioe If(x)-f(y)l = M/x-y/ XX ,yeU),
allora Sw(f(x) Ne +cof(x) .

DIMOSTRAZIONE

Sw(f)(d)= (f(t)eintdt) eino = ff()ein(o-td
Si verifica che Sn/fl(X) = Ff()DNo-tidt = f f(xo-t)Dw(t)dE

l'integrale sul periodo diuna funzione periodica e

invariante per traslazione dell'intervallo di integrazione
Quindi SN/f)(Xd = ff(x-y)Dryidy

=> SN(f)(Xo)-f(xd = f(f(o-y) - f(Xd))Dalyldy=

= f (f(xo-y) - f(x) SinUNtEly) dy
sin(

Sotto l'ipotesidi x-holderianita in UCXol (non e restrictive supporte UKol = (0-8
,
Xo+f)

h(y) = f(x-y) - f(xd) E L'([-π]
,
4)

sin(E)

Shly/dy = (g/5xy) -

54a/dy + (en) 1 -8 ,
s
15(:y) -

5(d/dy
sin( sin(
[I] (1)

Fye)-8 .5) ,
Xo- y ,

XoEUNd) e If(xo-y)-fNxdlMIyK
(I) EMS

.g
181

Isin dyE
1y11-2

(1) = 1 N/dy+-5/dy(lfymadysin(
-

EC(En
,
-S)) e non se annulla

=> Sulfl(Xol-f(xd = fIh(y) Sinn+(y)dy net0-0 per RL

Sia F : Fi
,
it] >C tale che feL'(l-

,
+] ,)

e su T-
,
Xol

,
(oi] fe x-holderiana.

Allora Sw/fl(xo) >f(x) + f(x)
~

N+ +0 2

esempio f(x) = x estesa per 25-periodicita sure

La SdF converge uniformemente

La funzioneg(=X (sua "derivata)

converge a Y in ogni punto xeRn+ 2k
,ke)

Nei punti +aki tende a0=++



Disuguaglianza isoperimetrica
Siamo nell'ambito di sottoinsiemi misurabilidi e "di perimetro finito,
VR limitato t

.c
.

OR e parametrizzato da una curra semplice
che non si autointerseca) di lunghezza L

,

allora

area(2)area(B) con Bt
.
c

.
Per(B)= L = zr

(da cu r= -area(Bl=)

Dato R come sopra con lungh(or) = Le A-area(s), e equivalente
LA= (2

Assumo dr = supporto di una curva regolare,
parametrizzata con IH)=cost

el= lungh(or)=d = L = (f() = 2

area(2) = In 1dx= for Xdy-ydx2

assumiamo che y percorra de insenso antiorario

A =z((((y() -Vy(t)((dt = ES[Re(if()j(t)dt
Identificazione diR2 con C : U= KCE) + ity(t)

r chiusa=(= r(π) > sviluppo inseriediFourier

UESI

V() , j() hanno sviluppo in serie di Fourier complessa

Vit=Reint Ult= Breint con Br= in Un

area(=ERe(rdt) =Reinmeintmt) =

(Erneint)(ZimEme-imt)
N

=RelUnnat) =2 Re(NP)= Ank

Ndt=Id== IIje =2n

=>area(s)



Equazione del calore

 Teorema

2 corpo fatto di un certo materiale omogeneo (configurazione di riferimento in R&)

Denotiamo Ult
,
X) la temperatura al tempo e nel punto Xer.

Esiste una costante Cr> O inversamente proporzionale alla conductivita termica

e direttamente proporzionale alla capacita termica tale che

la legge differenziale seguita da u e

Out ,
X =C(t ,

x) + f(t ,
x)

fonte dicalore esogena (supponiamo f=d

Serve : temperaturaad un certo istante to (to=a

· altre condizioni, ad esempio Ulor =Vassegnata , 84 =0 (derivata normale su2

nel caso diFourier ,
Lanello 1-dimensionale > periodicita

Prendiamo R= Ft]
, Ulte ult, zit-periodichein

Ut = CrUx Ft ,
Melo

,TIx[-]

Ult = Ult
,
-i) FtLO

Uxlt= Ux(t ,
-T) Atso&

uso
,
x = Ho(x) Axe[-T

,Tt]

Scopo : esistenza di una soluzione

Trovare una soluzione vol dire trovare ueC0
,TIx] ,

R)

C' nella variabile + e Cnellavariabile x su 10
,
T(x[ - ,it)

Atfissato
,
Ult ,) eCh([#]

,
R = e L2

, quindi hasenso calcolare icoefficienti diFourier

Suppongo diavere una soluzione u di classe C
,
Ci

,
Cix di Ut,

X= CrUxx(t ,
x)

Portanto <Utt
,
X)

,
einx = Cr <Ux(t

,
X)

,
einx > Also fissato

25t Cn(t) = Cr2tCn(Um) = Ca2TtinCn(x) = Cr zit(in) Cn(U) (dove Ux =Ult
;
)

=> (n(ut) = Cr(in)((u)

Adesso Cn(ut=auteindutveind= ensuct :)

Pertanto Ftso

&
d Cn(est

,
ol) = - n2CaCnSlSt:) successione di ODE per neL

at

Cn(lo,)= Cn(Mo:) che caratterizza en(ult :l

Cn(Ultill = koanaz = Col@ant

Dunque in la soluzione verifica Ult
,
K= (4)e-

Can't ginx

Sia Ut= Cruxx
,
Ulo

,
X= Mo(x) e

U
.Ux 25-periodiche in x Also.

Supponiamo che 10C[-,]
,
)e Incud/+ 8.

Allora F!U( ,+)eCo (to ,
+s)XEt

,] ,
C) soluzione dell'equazione data

definita per To ,
+ C) XT-I. T] e diclasse (*(10 .

+s)x[-],)

Inoltre
,
se lo e reale

,
anche ult

,N e reale.

DIMOSTRAZIONE

Fissata lo
,
conosco end =ci e socheil

=> Ult
,XIintin



 Proposizione

Rico che questa serie di funzioni di (t
,
X) converge

totalmente in To ,
+olx[-] :

n In . gink-carte (losto +-,
= Ici) e una serie convergente

=> laserie converge totalmente su To ,+d x[-.i)
=> Ult e definita puntualmente e ueC([o ,todXI)

,

) e

periodica in X to
Scrivo laserie di funzioni Unit

,
x=Ch pin-crnzt eco

enUnited en6th

dico che questa converge totalmente in [S +alx[t] ASIO

OraUnincein(-CanadantikChinaeinx ant

N

llh UnIk [S ,
+co)xEtin]

,
K)=/ in thcanas +8

infatti a S fissato
,

lim Inphtkg-cans = o
n+ + 0

quindi edefinitivamente 1
,

e usiamo che [Icil econvergente
Unit ,

x) = US d + Un,
d allora ust

,
x= S. 4(s .

XIdx + Uso

Istiamo usando cheC'agn g punt .,gi y=g)
Quindi Ult

,
X = serie delle un e co

-

+

· Ulo
,
X=che ent toChein = us()

· u e 25-periodica inXFt perche limite uniforme di somma di -periodiche
· Ux e 25-periodica in XXt perche limite uniformediUn=inciexant

che e 2-periodica
· (n)t= chein -Canada =-Cinein-cont

mentre (Unlink pinx-cm => (n)z = Ca(Unxx

e per convergenza uniforme su [S ,+xEts Faso

Ut = Crux per tr,s FG , quindi At>0.

Inoltre
,
fissato +so

,

allora ult
,x =u

sapendo che Uo(X) = Uo(x)

Data v=Rein : ve realeHein=Unein
quindi o e reale Fn = Un

Ora MoER= ci = cinVne7

Calcolo Ult
,
XI (il coningio e un'operazione continual :

Ult
,X)=iexain einxent = ult

,
X)

Esiste U.EC)[#]
,
R) t

. c
. l'equazione delcalore

non ammette soluzione per to.

DIMOSTRAZIONE
- In

Considero Ci= e e definisco Mo(X=ein

Dato che Inci+ 0 = U.
e Cien

Riguardo l'eventuale soluzione, abbiamo visto che,

tenendo conto di U
.
UX 25-periodiche, agni Ult

,
X soluzione

si scrive comeUnit)einxieinx Acant FIXE
Infatti i Citi verificano Chit) = -Cancit)S Cn(0) = Cin XtEl

,
UneT

=> Ult
,
X =Zel ginxcan

ma questa serie
,
per un insiemedi misurapositiva inx

,
non converge per to



Equazione delle onde

 Teorema 1

 Teorema 2

 Teorema 3

M

Utt= CrUx FINECTITIXEt]>Oult =(4) (tN
Ult

, 14S -= ult
,
-) ftE(- T

,
Th

LEO -=u(t
,
-π) ftel- T

,
T)Uxlt

,
12

uso
,
x = Ho(x) Axe[-]

Uz(0
,
x) = Me( Axel-It]

Cerco una soluzione MeC((-T
,TIx[-] ,

C).

Data (EO)
, Ogni soluzione Ult

,
NeC"((-T

,
TIXF]

,
()

perqualcheTro, eunica e univocamente
determinata dalle ODE del zo ordine soddisfatte

da Cnult ,.Il e con i dati iniziali creditati da Uo(Xe U.(x).

Sia MoECer([-]
,

K)
, UneCher([-] ,

4).
Allora esiste Ult

,
X soluzione di CEO

di classe ((IRX[T]
,
K).

In particolare, esistano Ao ,BoEC,

P+, 9 - ECper([- ,],) a media nulla t
.C.

u(t
,
x) = Ao +Bot +4+ (x+ yt) +4- (x- jt) dove v=r

Siano Uo
.
U:[] >C t

.
C.

InzKn(d+0e/I+ 0
.

nEI

Allora esiste Ult
,
X soluzione di CEO

di classe ((IRX[T]
,
K).

In particolare, esistano Ao ,BEC,

P+, 9-ECper([-T ,],) a media nulla t
.c.

u(t
,
x) = Ao +Bot +4+ (x+ yt) +4- (x- jt) dove v=r.

Supponiamo di avere una soluzione Ult di CEO.

Allora Ult
.
X=n(u(t ,) einx

Faccio il prodotto scalare tra Utt = ruxx e einx :

#

Clust ,I= Faleteindx =juxeindx = ja (n(uxx(t ..1)= (in)
=

p
-

Cn(u(t ..)

dQuindi SdE2Cn(Ult ,1) = - (UnkCn(ult :
1) dove Cnfulti = fUltNeind

Cn(110 ,1) = Cn(Ud

Cn(u7(0·)= Cn(i)

=> le soluzioni di queste ODE indicizzate da ne

sono univocamente determinate



calcoliamo in termini di Cn14d e CnCU) le soluzioni delle ODEs sopra.

Un= Cn(U)t :) In = - (un)
>

On

S Onld = CnCUd

Prid = Cn(Un)
=> Un(t)= Andirnt +Bairnt Santo

Polt)= Ao +Bot = Colla + Count

Poi Onld = An+Bn = CnCUd =>isn

Ph(d = irnAn-ifnBn=Cn(2)
isn
(

le Cn(U)(girnt teR=>Un(t)=z (n(Uo +
Cn(Mel irn-

+ &(n(Mo -

isn isn

=> Ult
,
X=Pullein = Colla + Cout+Aneirntein +Beirne ginx

cioe Ult
,
X = Ao +Bot + ZAnei+ inst

+Bu einx-inrt
ne2i0

Definisco P+,4 -

di individuate da

4+(z) = ZAneinz e 4 -
(2) = Z Breinz

net -40] ne-0)
Otteniamo quindi Ult

,
x) = Ao+Bot +4+

(x+(t) +4-
(x-(t)

Dimostriamo che U+.C- sono bendefinite e di classe Cper
Mi basta far vedere che In(lAnl+ 1Bn))+

nEX

An = Elen(td-nicui) naBn= z(nan(a +niCncui)
S

=> (An + IBn) =n(n(a) +=n(n(u)+0

Resta da dimostrare che ult
,
X) = Colud +Count +C+ (x+ft) +C-

(x- (t)
verifica l'equazione

(t ,
x = G(n) +Pi(x+Vt)y - rq! (x-(t)

8 = -G:(+(t) +y-q= (x- (t)
Ou

= P+ (x+yt) +G! (x-rt)
Ox

8 =4(x+(+) +q! (x- jt) = Uz= Calx

CnUd

UO
,
X) = Co(Ud+AntBal einx

Ut(0,
x)= Co(M) +ra() - VP: (a)

U
, Ux sono 21-periodiche per tfissato perche P

,0 .
ECser

C'e da finire il Teorema 2

Ut(t ,
x) = Bo ++q(x+yt) --p!(-(t)

Ute(t= y-di+(e) +y
+4: (x-(t) = VUx(t

,
x)

Rimangono da soddisfare dati iniziali e condizioni di periodicita



 Lemma Sia h :R : C continua con g' =h
,

T>0. Allora

& T-periodica LT-periodicaehixdx=0.

DIMOSTRAZIONE

() h(x+T) = g(x+T) = limg(x+T+h) -g(x+T)
= eimg(+h-g( =g=h

n+ 0 n

e [h(dx = g(T)-g(d=0.

()g(x+T) -g(x) = fTh(y)dy= j h(y)dy = 0

Su(0
,
x = Ao + Q+ (x) +C -

(x) =Ho(k) & P+
+4= No-Ao =: Go ECher

I

U10 ,
X) = Bo +-Up: () =Mi P+

- 4! = f(u) - Bo =:hCher
Il

(4+
-Q1

e Q,P
.

25-periodiche => U++Q_
e C+ -4- 25t periodiche

impongo che go e hi abbiano media nulla :

Ao = Flod e Bo=Fla
Per il Lemma

,
hi ammette una primitivaer ea media nulla gi

(4+
- P-((x) = g,(x)

=>a+ (x) = E(go(x)+g,(x)&(4+ +4-)(x) = go(x)
IP.

(x)= E(go(x) - G,
(x)

cosi P+ e 4 -

sono 25-periodiche e a media nulla.

Oss la sceltadi U+ e 4- a media nulla da unicit della socittura

Metodo di separazione delle variabili

& Utt = Cr (xx equazione diuna corda vibrante

u(t ,+) = u(t
,+) =o

Metodo disperato : Spero UH ,X= h(g() con higec
Impongo Ult

,
X soluzione : h"(t)g( = Cahlg"(x)

se possiamo dividere hi=cr, ma sono divariabili diverse

g(x)
= x

dovra essere S g(x) => (gi(x) =xg(x) zo z=i - x

g(it)=g() = 0 g(u) =g(π)=0

Questa equazione ha sol . non nulla sse 10 e g(x= Asin( +Bcos(ix)

imponendo lecondizioni al bordo SAsin(t) +Bos(t)=0

-Asin(t) +Bos(t)=0

=>T = kit
,
cioe -X= k · g(x) = Ansin(kx) k= 1

,
2

,
3,..

Motodo di separazione delle variabili + condizioni al bordo :

e cruciale stabilire l'esistenza di autofunzioni e

autovalori di alcuni operatori differenziali



Trasformata di Fourier
Operatori lineari su spazi di Hilbert

 Proposizione

Def.

Def.

Sia H spazio di Hilbert
,

D= H sottospazio vettoriale denso in H

e T : D -H lineare.

T si dice autoaggiunto se <Tu
,
v=U

,
Tu> FUNED.

↓ e autovalore di T se Ju+o t
.c. Tur = Xe

Sia T :DH lineare autoaggiunto.
Allora,dati X

,u autovalori distinti di
T

,

ogni loro coppia di autovettori e ortogonale.

DIMOSTRAZIONE

w
,
v F-autorettori per 1

,u rispettivamente
Allora (w

,
u=u

,
us = < Tur

,
us=

,
Tol =

=,Mul =t ,
el

Quindi i=i oppure cur, us =o

D'altra parte T ha solo autovalori reali :

at
.
us=,WL =Tar

,
Wy =,Tht =,Xu>= u,w>

Oss Se T:DH e limitato e lineare
,

allora T si estende (unicamentel

a H=5 per uniforme continuita

esempio H = [2([t
,
it] ,
C)

,
D=Cer([i] ,)

T :DH
,

u1 'U" eben definito e lineare

Nell'es
, l'operatore non e limitato les

. sin(nx)
e autoaggiunto? U

,
VED

,Tu =Stud = veuud
=-ou +Sv"(xudx =To

,
u)

Esistono autovalori perT ?

u" = Xu con ue Cher YO) : u" =Xu

SU=U(t

U(= UITt

Cond iniz

caso /=0

:Uche della basediFourier

Casoo : U=Aer +Beix
Uk = u(t) = Aft +BeFt =A +Bert 1A=B

#Bret =Are -Brea=B=0=7)=Are

Caso XO : X= -M2 U( =Asin(ux) +BossMx)
u() = Ul-T) sin(nal

,
cos(n)

,
con x= -12SU= U'L

contin MEX



Trasformata di Fourier

 Proposizione

 Proposizione

Definiamo latrasformatadi Fourier

F : L'IR iC) -CLR
,
C)

F(f)(y) = Sinf(x)eit dx = fly)
· ben definita puntualmente : Fisso yelR

,
fel'

.

eyele
=>7(f)(y) ben definita

· presa In >yeR , applica il Teo di Lebesque
fn(x) = f(x) eixyneL"

,
Ifn(/e/f(x)

,
fn(x) - Seeing

=>> Sirfn()eixan dx ~ Sinfe-ing dx

presa yn - 10
,

si ha f(f)(yn) -O

applico il Lemma di Riemann-Lebesque generalizzato
Infle-iy↳ fit Irfd =o

-

P(yX) : p(t)= eit 2-periodica
· Je lineare (per la linearita dell'integralel
· Je continuo da (L'

,
11 . 1) in (CTR:C)

,
11 - 11s)

118(f)/18 = Ifeadl*Silflieaid = IlfIIvir :DI

Je limitato e lineare
, quindi continuo

Proprieta : comportamento attraverso operazioni come traslazioni /omotetic
Data feL'IR;KI

,
FheR siha

-

· fl . +h(y) = ginyf(y)
(f(x thexydx = (f(x+he

-i(x+hye+ ihydx

f() = F(y- h)

Ifeih ging = (f(x)e-i(y-hix

-
· 4+0

, f(x=()
-in f(z) daSte

Sia f tale che U+WIf(xeL'IR;C).

Allora FeC'IR;I eVale (F)'(y) = - ixf(x(y).

DIMOSTRAZIONE

·(y) = Sinf(x) e-ydx

Posso derivare solto segno di integrale :

J'(y) = -(xf(x)(y)

Sia f tale che (+f(EL'IIR;C).

Allora FeC"(IR;I eVale DK(y) = Fixf(y).

DIMOSTRAZIONE

Per induzione suk.



 Proposizione

 Proposizione

 Proposizione

Sia FeCirattiR; K)
,
Fi feL'R ; ().

Allora Fly) = infly)

DIMOSTRAZIONE

Uso il fatto che posso integrare per parti sui limitati

e f ha limite o a0.

Imfi eixadx = lim
& - Sif eixy dx

per ConDom

Ifeiydx =

parti
f(x)eixy/R-ff(x)ex

= FirlgyR-frleit +iyffed
Passo al limite su R

,
osservando

Sell feed-in fixed
Se mostro che fir

,
far -o per R-10, ho finito.

F(R) = S* f'tdt + f(d)

Noto chefe Flimf=fldtR
=> f(r) ha limitea +8, e FeliRichm f =

Sia feCrattiR; K)
,

f .f ,
-

,
DkfeL"(RiK)

.

Allora DPf(y) = (iy) F(y).

DIMOSTRAZIONE

Per induzione su k.

Siano F
,geL'IIR ; K).

Allora Faglyl = Flylg(y).

DIMOSTRAZIONE
-

fxg(y) = Sir fxg(x)edx = Sm()rf(x-z)g(z)dz)ed
a,

z) = f(x-z(g(z)e
xy

eL'Ir
,
e)

(If(x-z)g(z) e-ix/dxdz= SIgzl(S/f(x-zidx)dz = 11511 11911 +0

* I g(z(Sif(x-z)edx)dz = (mg(z) f(y)ezydz = F(ylgly)

-
esempio f(x) = e EL'IR)

Posso calcolare F(y)
Provo a cercare una Ode del lo ordine risolta da 5
f( = -1- EL'IIR)
if'(x = - (xf(x) = Y'(y)
if(y) = i yf(y)

=>Fly =k
,
ja== Sped= 2π



 Proposizione: 
formula di 
inversione

Applicazioni della trasformata
· ODE'S

esempio Consideriamo l'eq .

diff
.

nella variabile u:

u"(x - u(x) = e
- Xe

carco soluzioni t
.
c

.

U
,
v'

,
u"e L'IIRI

Applica la trasformata
u" - u(y)= e- (y) = 2πe

Il

(y)-(y)
Il

iyu(y) = (iyku(y)
=> -Y(y)(+yz = 2 =(y) = -

2
1+ yz

se trovo gel't .
c.(f) = -y ,(y)= e(y)g(y) = gx(y)

Se la trasformata iniettiva
,

u(x) = gxe (x) e soluzione

Infatti siverifica MeC2
,

u
.
U'u'eL

Da una ODE digrado inu arrivo ad unain u del tipo
=pi termine noto in L'CIR;)

Ci si chiede quando si puo "tornare indiatro"

A questo scopo si introduce l'antitrasformata

**: LCR
,
C) > CiCR

,
C)

I* (u)(x) = Smuly)e * dy = u(x)

(il simbolo EX indica l'operatore aggiunto associato a 7)
F ha le stesse buone proprieta diI

Notazione(l) = i

Sia ve L'IR ; () con uEL'CR;K) .

Allora vale

Yx(f(x))(x) = 2πu(x) per 9.0 . VEIR.

DIMOSTRAZIONE

Dobbiamo mostrare che per 9 .
0

.

XERI =2Tu()

Sally eixy dy = Simkinumed)ei dy
Idea per scambiare l'ordine di integrazione : introdurre

una funzione ausiliaria che da sommabilita
,
anzi

una successione gslyl t
.c

. per 8-0
,ggly) > 190.YER

e Jusyleit dy = em JulygoyleixdyR

~

questo uguale seguira da ConDom
,
unavolta selezionata

&s t
.
c

. IlgsllsIC (perche EL')



 Corollario

Ad esempio , scelgo gsy) =-51 go . y e Ilgalo1
Mi spostoa calcolare

Silylggly) eixed = Sir (Sir Ue-id)gsiyleidy
&(x

,y) = u(x(gf(y)xygixy
L,y, is => de L'(RuXIRy ; Ch

Infatti Sial( ,y)/ddy = I (SI()/19s(y)/dy(dx =

= Sirlidki Sir 19slyIdy = 119sli /IViki+

=> Spuly)ggly)e def = Sir K()(SimGsly) e
* e-xydy)dx =

-

gf(x' -x)
= Sir U(xg(X-XIdx

&sparispari quellae una convoluzione

calcoliamo s ; introduciamo hiy) =e
n(y) = 2πe gg(y) = h(sy)

=> gy(y) = h(8) = =h(j) = jze
-z

Silylgsyeixdy= SiU() at t = zu] E uxm= 2πu()

m= Sinhlyldy= 2

F : L'IR
,
D)C:(R;K) e iniettivo.

DIMOSTRAZIONE

F lineare ,quindi 7 iniettiva sse Ful=ot u=0

se i=0 eL'IIR;)
,

vale la formuladi inversione

=>i= = zo =0 per 90 .

XEIR

Oss La formula di inversione vale su /C:(I;) n L'UR;CI)=LCR)
La trasformata ha immagine pi ampia di C:CI;()n L'IIR;)

Basta calcolare alcune trasformate di base

Kab(),e ,
Kee since



Oss f paripari : F(y)= 2). f(x) cosky)dx
&

· f paritreale => f paritreale
-

· f disparif dispari : F(y) = zif
*

f(x)sin(y)dx
· f disparitreale => ↑ dispari + immaginaria pura

Trasformate notevoli

nf(x) = e: F(y) = 2πe
(2) f(x)= e

-
. Y(y) = 2

1+y2

F(y) = Speed= 2/excosky)dx

Detto I:= (excoskyld,

Isinyx
= 1-yesnyyefosy.

(3) f(x) = Xia
,
a)(X) : f(y) = sinlay

A

(f) = SrMaased = (a edx= 2/ coskydx= Sinlay)

(4) f(x) = 15(y) =Ta
- (y)

Definisco g(z) := e olomorfa sutil
Suppongo y50. < VR

· i- D=4ze/IzIR
,
Imz30l

Per il Teorema dei residui :
-RR

Ergzidz + Sumglzdz = Jongldz = ziZResigni
Ora valgono :

(a) /glzdz - Jrg(zdz
(b) Surg(z)dz R+ +8 O

Infatti
,
se z= X+it

,

- (yz = - (yx+yt Retiyz)10
Selz=R

, (g)=Ol per R = +o.

=>HunGezidzl Irrigida Sumderol=O()m+ +-0

(d Resig ,
il =ele

24

Quindi Sorglzldz=Tel

Poiche ge pari ,
atteniamo : Fly=etyl



Estensione della trasformata di Fourier

 Proposizione: 
identità di 
Plancherel

 Corollario

 Corollario

a LCR;C)

Primo passo : dimostrare che En e una zi-isometria

Sia veLinL"(IR;C) .

Allora
z, > =2

,
4)

,
cioe

ELIR;C) e Ill = zit Hall.

DIMOSTRAZIONE

Stessa ideadiprima : Vedo Sinluydy=dim Sinlucyggly)dy
dove ggly) = e-bik

L'uguale non vale per ConDom (perche non so ancora

che lukeLl
,
ma posso utilizzare Beppo Levi : Goly) "1

(passando a Sn 10
, Gon crescente.

Mi sposto a calcolare Sir (n(y)/gslyldy=

= Simlyl.ly) gslyldy= Sin(Smed) (SmUzlezdz)gglyldy=
= Sir U(N) U(z) e-ixy gitz gsly)ddydz =

I; C)

((/lU(z)/198(y)/ tutto come prima
ALT LYRE) LiCRy

= SinU) (SirUlzi (Sisyle-i-zydy) dz)dx' =

gf(x -z)

= SUN) (Silz gs(x'-zldz)dx =SrUlg(X) dx =

98=js perchegoreale
M

=U
,
u> =U

, Uxgg) =u,ux> sud IU
,
U

V

Zil

Per agni U.,UzEL'sL
,
si ha

--

<Ue
.
Uz] =2

,
Uzh

DIMOSTRAZIONE

Segue dall'identit di polarizzazione.

Esiste unica : (3R;) > ((IR;) definita
come estensione continua dell'isometria Fin

DIMOSTRAZIONE

Presa veL2(IR;Cl . L' , poiche L'nle denso in
2

, scelgo
(Unl[Lin( t .

C
.

Un se in LCR; Ch.

Allora
,
per l'identita di plancherel , la successione (un)

e di Cauchy in
2

,

essendo immaginediuna successione

convergente in 2 Definisco i= eim Un in L
n- +0

E facile vedere che e non dipende dalla scelta di Un.

Lestensione sulla chiusura di funzione uniformemente continual



 Proposizione

 Proposizione

Come si definisce operativamente /che indicheremo anch'essaE)
Presa Fel'nL' ,

siconsidera fr= f . Hinm natgaf in
2

d

Allora F = limfn in L2
,
dove En e bendefinita perche freli

n- + A

A meno di sottosuccessioni
, per 9.0 .yeR(y) =limFr(y)=lim Snfxeiydx

Si estendono i risultati visti per

Coperazioni di traslazione e Omotetia e "derivazione"(

Sia FeCirati (RiK) .

Se fel'ul" e f'eL'ul2.
allora Fly) = inf(y).

DIMOSTRAZIONE

Oss se hel'
, limitiv o

Idea: integrazione per parti
Scelgon .

Xn t
. C

. Xn -00
,
n+o e f(x)

,
f(x) - o

Ih= f se fel'
,

h=fase felt

[f'edx = SiSC Hi,>
&

-**d am dissa" fly
Infatti S'Cx1, > f'()

se fel' , per Teo
. Lebesque Sif' HiMea : Sirfead

Se fel
, qn:= S'( 1 in )

↳
If') per Lebesque

&

=> gr ↳ 5
=> a meno di ssc

,
tende puntualmente 9.0.

Ora integriamo per parti su (n
,
Xn] :

Sif'eyd= fe-Sfziy) e-ixydx =

= fley-fe + iyf(e-yd
sempreameo

= · W

ifSif(edx = if f(y)

Sia feCiratti (IR;KI con Fell
, f'EL2.

Allora JeL'IR;e) e vale la formula diinversione.

DIMOSTRAZIONE

Dalla Prop . precedente,abbiamo Fly) = in(y) ElR;) poichfiel
&

Per dimostrare che FEL'(R ;C) ,

basta mostrare fe L'IBi
,
C)

(infatti jec= Jel'IB
.

I
H

↳ Iyld = Ji 15/1 · dy =Sid
= (1Fydy) (JBydy)+8



 Proposizione

 Corollario

 Corollario

Per le funzioni C'
,IIR;) ,

vale la formuladiinversione.

= ImJ, quindi e surgettiva.

Abbiamo visto che se uvel'
,
allora ucyl=cylucy.

SianoUseAlloareuv"(y) =

2

DIMOSTRAZIONE

Dimostriamo il risultato per densita.

Siano U
,
SEC(R;) = per u

,
u vale laformuladiinversione

e anche per uvecis
Y

Quindiaut
,
u = ztu,~

&
Per dimostrare la tesi

,
uso noel'

,

Exel' (percheuveL's()
e per iniettivita della trasformata su L'

,
e equivalente

dimostrare che
X ↓uv=x == U-V =zuv

It

2πUV

Supponiamo ora veci
,

veL?

Scelgo (n) =C t
.C. Un U

Applica il risultato a un ev : uvy= x(y)
Dato che Un sa

,
Un "swo Herche Sir Int-volIn-UllllVll >8

e Un * perche laconvoluzione econtinuaEanag



Trasformata di Fourier in LiCR ;K

Sia feL'Id ; )
F(y) = Sind f(x) e-x .+ dxe-ded

valgono proprieta analoghe aquelle per d=1 :

· Ther Fh(y) = giy.hrf(y)
· VAEMalIRI con detA+ O f(Ax(y) = ideal ((Aty)

Infatti :

F(AN(y)= Ind flae. daztaaf(z) gaz
.Y dz = Italiaf(z) e

z ,turdz =

- IdetA)((A+ y)

· sef ,EL'IR ,
I

,
vale la formula di inversioned-dimensionale :

(y) = (29f(y) per 9.0 .yeRa
&

· Plancherel : se fel'nt
, Ifll = It fll

se fecrd,l con f, El
,
allora

OXj
· se fY = J -g

esempio calcoliamo la trasformata di Fix= eAvX
,
AESid) definita positiva

Per ilTeorema spettrale
,
JMcOld) +.c .

MAM" =D=

con D = (*xa)
,

XiFO.

MAMT = D
-

= A= MTDEM = (MIDM)
:

Allora
,
detta R:= MTDM

,

RT = A, abbiamo Ax . x= R2x .X =/RX
Posta G(x= -Er

,
allora F(x= G(RX).

Inoltre E(y) = (2* Gly) ·

Quindi la trasformata dif :

-(4) = IderIGCR"y) = [GRy)=RY



Applicazione alla risoluzione di (EC) in IRA

Uz(t ,
x) = Uxx(t ,

X It Nelo ,
+OXIR

u(0
,
x) = Mo(X)Pare
ano u di classe C(To ,+XIR ; R)

,

C'int
,
CinX,

UCt X
, Meltin ,

Uw(t
,
) E L'CIRd

,
C) FtrO .

HoWEL'CIRd ; C).

supponendo esistenza diuna soluzione con queste ipotesi,
cerchiamo delle condizioni su u.

=> Sirlt(t ,
X eiyax= SirUx(t

.
X eydx Conyer

I Il

f) x(y) = (y((y) = (iy)(y)
=> dult .=+(y) = - y zu(y)

Teo diderivazione sotto segno di integrale

Allora p(t) := ult ,) Verifica ((t) = -yap(t)
&I910)= No

=> P(t)=(y)e
- y27

= u(t ,)(y)
se trovo NW t

.c .

est = Ply
Torniamo allahy=e hiyl = 2n-

&

per10: hix =1(
x

Cerchiamco Xt.
c

. h(z) = e-

h =-(=2
=> 2x = E = x=v(t30 per (EC)

Quindi N=xh=
- - a

=> Ult ..) =-t = Holy(p(y) = Uox4
=> U

,
X = U.* toapprossimazione per convoluziona

UO= Mo()



Funzioni armoniche 

Def.

 Proposizione

 Proposizione

Sia ReR aperto.
Unafunzione U:RR diclasse -(2) sidice armonica se

AU:=divi) =0 Exer

Al-o eqnedi Laplace
Au= f eqne di Poisson

Oss DU =0 = F = TU ha flusso nullo attraverso da VA=Raperto regolare
&diviuld= Joa<Du

.
vi) doca = o

esempio Elog(x +y2) a armonica su R2140

C'e un collegamento naturale con le funzioni domorfe su=R

WyleR : -NiyeC
5 :C. domorfa

f(x+ iy)= u(x
,y) +iv(x,y) = Re(f(x+iy)) + iIm(f(x+iy)

Se f e olomorfa su AER2
,
allora

U:=Relf) e V:=Im/f) sono armoniche se A.

DIMOSTRAZIONE

Vale per U :

=UOX2

Per Schwarz:u
Analogo per V.

Se Re semplicemente connesso e U:2R earmonica,

allora existe folomorfa t
.c.

DIMOSTRAZIONE

Consideriamo la 1-forma

w = -odX+
Poiche el e aromica,we chiusa

,
infatti

dw = (02u +
0-u)dxndy =0

Ox dyz
Poiche- e semplicemente connesso, we esatta :

zv : 1 > Rt
.
c

.

do =w
,
ossia

ou Ou

I· => f(x
,y) := U(X

,y)+[V(X
,y) verifica Cauchy-Riemann

=> folomorfa



Def.

 Proposizione

Sia U : 2 > IR continua.

Si dice che u hala Proprieta di media supalle (MPI se

Fre Fordist(o
,
Or Fir((dx = (d)

.

Si dice che u hala Proprieta di media su stere (MS) se

Fred Focradist(o
,
dr f Ulyl dabray) = U(X)

OBr(Xd

Oss &Brivol e una (d-1-superficie in IR&

Esiste una misura di superficia Tobria, che

e invariante per traslazioni e Sabrid: Trel=+( Fro
Deriva dal fatto che

,
dato zedB= So,

z1 1 otrz =yedBr(d

Data UEC(R
,
IR)

,

(MP) e equivalente a (MS).

DIMOSTRAZIONE

identita chiave : FFEC
.

RI (irf(d= Sobigif(yldoply) de
Segue dal passaggio in coordinate polari :

# Siaver e relo
,
dist(o

,
Or

SiriK(idx= %Saragik(y)d(y)do UndBell di =

= gdUldwddg = garwal(xd = U(d L(BGo
,
rl

#) Sia voer e relo
,
dist(x

,
dr

Pare (MP)
,
usolward = Sir UdX = SSabeguy) dog (y) de

Pongo g(g) : Soburgi(ly)dply) = Sob
,

9 U+z) docz)

Ora g : To
,
distx, orI) - IR e continua

Infatti
,
fisso jefn 25

,
Ulotenzl > Ulo+52) perche nece

IUotgnzl/a IlUllissiril e si conclude per ConDom

Quindi Ulolward = jrglgide Freto ,
dist(

,

DR

Derivando in r (on TFCI : Ukoldward = girl= Job
,

rU(yldor(y)
-

Gr(dB(or



 Proposizione

 Proposizione Sia UECR) con (MS).

Allora nec*(R).

DIMOSTRAZIONE

Osservo che la proprietadi essere Co e locale :

Aver basta dimostrare JUEU tc
. Mu = Vue COU)

Fissoer
, Iro t

.c .
Blo

,

arlor

Vaglio dimostrare che UNI su Bl
,
r coincide con unaconvoluzione diclasse(PR).

Scelgo una funzionecut-off PECIR ; to
,
11 +

.
c

. Supp=Blari e SprYdx= 1

er(x =p((x)
Estendo u a o fuori R:N =Lu Severalat

con VER

OraElic() Lad esempio R = Blo
,
2r

Quindiixy e ben definita e di classe Co

Dico cheFebr ,
use =Exp()

~

xT()= Sad u(k-y)pyldy = (Baru(-y)N(y)dy = (anY(-y)Plyldy =

,Ply1) SeyeBlor ,F-yeBler cBIxo
,
zrl

= S Sobiag Uk-y)Wyldriy)de = 419)Sabiagiki-yidryid= [19 JogiUzidazide =

(MS)
= [pig) Globio

,pil U de= Pig) dwagude = U(dwaygigdde =

= u()(:dwaGigi gadg = U() SirdWid = use

Sia UEC'(R)
.

Allora

U Verifica (MP) o (MS) UEC"(RI e All-o sur.

DIMOSTRAZIONE

idea : Fissato ver
,
reto

,
dist(o

,
or

FaskarUlyldarly) = dward Job usyldtr(y) = dward Sa
,

Ultrzirddocz =

= daSa
,

Ulvotrzldaizl=:hir

(E)Supponiamo di avere nec :

possiamo derivare hir e la derivata passasotto il segnodi integrale
=> hir = did So,r Ulo+rzido(y) = awa Sob

,
Dulotrzl: docyl -

Teo"div
Tab

,
(2)

= awa (DUotr d = dard Sisor Allwidur

Harmonicaht =0 = hirl costante

Quindi hirl = binh(r) = u(Xd
rot

(3) Sia u con (MS) veCo

=>hir = 0 = Ear Dudu = 0 frat allo sur



Teorema

 Teorema

 Corollario

 Teorema: unicità della 
soluzione per 

l’equazione di Poisson

Sia R=R aperto connesso, U :RRarmonica tale

che 7x punto dimassimo lo minimal per u su -.

Allora el e costante sur.

DIMOSTRAZIONE

Sia E=Exer/u( = maxu3
2

· E+O perche XoE
.

·Echiuso
,
infatti E= 1"(U(xa)

· E e aperto : Uso (MP) in No con to tc
.

Blained

Und = FiskarKid = FiscarUdx = UX quindi e un'uguaglianza
=> Finan Ua-UdX = o = UN = u(x) in un intorno di X.

e questo valeXeE

Sia R=R aperto limitato e U:R > Rarmonica,neCCE).
Allora u ammette massimo e minimo su d.

Equivalentemente max el= maxe
, minu=minu)

.

= OR 2 Oh

DIMOSTRAZIONE

Per Veierstras, esistono punti di max emin sur.
sia xo punto dimax : se fosseKor

,

detto Exer/U-Udy,

perquantovisto prima e e costatemente U in A componente
connessa di1 che contiene Xo.

Au= 0E
u = 0 soa => u=0

Sia veCCI) soluzione di (AU= F sur

U= U.(N) so de

con=Raperto limitato.
Allora u e l'unica soluzione del problema.

DIMOSTRAZIONE

E un'equazione lineare : se l, e la sono soluzioni,
allora w= u, -uz e soluzionedi (AW = 0 su e

W= 0 su de

Ora w =o per il Teorema precedente



 Proposizione: 
principio di 
confronto

 Proposizione

Sia 12 limitato.

Dati 18
,

45
,geC(*)

, prese Une Us soluzioni di

&Al=g sor

&Au =g seif

2

= Us sudt U = No sodt

Se 1648 su dr
,
allora Un =12 su R.

DIMOSTRAZIONE

Guardo l'equazionerisolta da V = 11-12 :

AU = AU . - AUz =g-g= 0 e Vor= Unlor-Uzlor = US-U0 sudk

Allora vo su R : infatti veC'(E) ammettemax emin suz

Il max e attenuto su dr : maxu = max u =0
I dR

casiparticolarediesistenza le calcoa della soluzione dell'ene di Laplace / Posa

Sia repaperto t
.c. JQ: Rd Re forma quadratica definita positiva

tale che 2= [xeR/QC) per qualche cro.

Allorae e limitato

esempio BridcRd @ Brid= Ier/Q=

Pr = /polinomidigradoMI

Sia UoEPuzz
,gePr Allora l'equazionediPoisson

S All =g sur

U= No so

ammette sempre soluzione e la soluzioneue UEPrtz.

DIMOSTRAZIONE

Posso ridurmi al caso I.
= 0.

Infatti
,
sia V= U-1o

,

con u eventualesoluzione.

Allora v Verifica la PDE : AU = AU-AU= g-Al. SUR eg-Alr EPYu
= o sid

Invertendo l'identita U= U +lo
,
basta dimostrare che esiste UEP cherisolve

S Au= sor congeP
v= 0 soor =(x : Q(=c)

Oracostruisco T:PnPr lineare (Pr spazio vettoriale finito dimensionale
w - Alw . (a)-C)

-

PN+2



 Teorema

T e ben definita e lineare tra spazi finito dim.Tecontinua

Dico cheTe initiva lequindi surgettival : sia w +
.c. Tu=0

cioe Alur(a-c) =0 sur
-

ha e t
.c . hor= Wi (Q(-dlor=0

=> Wx(Q(-c) =0 => W(N =0
.

QSUR

Quindi
, datogeP ,

JweP t
. c

.
Alua-el =g su

Pongo V := WiQ-c EPatz : e la v e cercata.

· caso speciale in R2 : R= Bild

Siconsideri la PDE S Du= O Su Bild

u= lo se Bild

Oss Data No : &B,10) > IR
,
posso considerare htt= vole

hi[it] IR 25-periodica

Siano Cn(h) i coefficientidiFourier dih :[ii] > R.

Se knhlYnezel' ,
allora esiste soluzione di

Au=o Su Bild&U= Uo so OBilO)

DIMOSTRAZIONE

Intuisco la forma di u dallo sviluppo di Fourier dih.

htt
Posso estendere questa formula daB, 7(x,y) vleit) a (,y)=zeC :

+

Cn(hz + Co(h)+Cn(h)en

Per 12141
,
dico che le 2 serie plz=Ch,(z)=C(h) z

convergono totalmente,quindi uniformemente
Wiz = 4(z)+Co(h) + 4(z)

,
w : llz114 > C e olomorfa

e Wliz,
Coincide con No

=> Resul e la funzione cercata


